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PREFACE
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MECANIQUE DES FLUIDES
FLUIDS MECHANICS

RECENT ADVANCES IN COMPUTATIONAL FLUID DYNAMICS*

T, D, Butler
University of California
Los Alamos Scientific Laboratory
Los Alamos, New Mexico 87544
U.S.A.

I. INTRODUCTION

The use of high speed computers has opened new frontiers for the analysis and
understanding of the complex processes in multi-dimensional transient fluid dynamics.
Phenomena, heretofore intractable by analytical approaches or either difficult or im-
possible to study by experimental means, can be investigated in detail by numerical
approaches, One of the most common of the numerical approaches is to approximate
the non-linear partial differential equations that govern the dynamics by finite dif-
ference equations and solve them algebraically using the computer.

A number of different techniques have been devised to solve these difference
equations [see, for example Harlow (1970)]. The purpose of this paper is to briefly
describe two of the more successful and widely used methods: (1) the Marker and Cell
(MAC) Method for incompressible flows with free surfaces, and (2) the Implicit
Continuous-fluid Eulerian (ICE) Method that applies to flows that range from super-
sonic to the far subsonic regimes. In addition, some recent refinements and ex-
tensions to the basic methods are reviewed. However, no attempt is made in this
paper to present detailed descriptions of the methods or their extensions; this is
left to the references cited in the text.

Because of their general applicability, these two methods have been used to
study numerous complex flow problems. For example, the MAC method, discussed in
Sec. II, has been applied to such diverse problems as free surface flows under sluice
gates and behind broken dams, the two-fluid non-linear Rayleigh~Taylor instability
problem, the von Karman vortex street, and the run up of waves upon a beach. More
recently the technique has been applied to problems in three space dimensions for
investigations such as the transport of pollutants around structures, the dynamics
of intense atmospheric vortices, and free-surface flows around submerged and exposed
obstacles.

In Sec. III, we discuss the ICE method. Because of its ability to calculate
flows of arbitrary Mach number, it has been used to analyze the dynamics resulting

from intense atmospheric explosions from the early time highly compressible flow

*This work was performed under the auspices of the United States Atomic Energy
Commission,



phase to the late time buoyant rise of the fireball. In addition, it is being used
to study (1) the dynamics of continuous wave chemical lasers including the mixing
and chemical reactions between species and the accompanying heat release, and (2)
the flow patterns that result when a tritium ion beam impinges on a jet target of

deuterium producing neutrons and releasing heat energy in the deuterium jet.

I1. THE MARKER AND CELL METHOD

The MAC computing method [Harlow and Welch (19653)] and its simplified version
referred to as SMAC [Harlow and Amsden (1970)] are well established schemes that
calculate incompressible flows with or without free surfaces., The methods derive
their names from the Lagrangian marker particles that move through the fixed mesh
of cells and represent the flow of fluid. These techniques are quite gemeral in
their applicability to incompressible flow problems and have been widely used to
analyze a variety of flow problems.

Briefly, the MAC technique solves the Navier-Stokes equations subject to the
constraint that the divergence of the velocity field must vanish in any local region
of the fluid. This is accomplished in MAC for each computational cell in the mesh,
The pressure field is determined as a consequence of this condition by solving a
Poisson~like equation. SMAC is an improvement over the original MAC because of the
ease of applying the fluid boundary conditions. Of particular concern in the MAC
scheme is the method of handling the pressures in fictitious cells exterior to the
computing region of interest., SMAC simplifies this handling by assuring a homo-
geneous boundary condition for the pressure at rigid walls,

in this saction, a new iteration algorithm is described that offers further
ease in applying the boundary conditions and eliminates the computation of pressures
in fictitious cells altogether. Hirt and Cook (1972) used this algorithm in their
application of the MAC method to problems in three space dimensioms. In additionm,

an improved treatment of the free surface boundary condition is presented.

A. Solution Procedure

The governing equations of fluid motion for incompressible flows in two-

dimensional Cartesian coordinates are

Ju v

:\—"Q‘“"‘:O (l)
[:3:4 3y
Bu Buz N duv _ QQ‘+ agxx - agxz (2)
3t 9% 3y Ix 3x 3y
2 . 30 30
ov 8w 3V _ 9% . Xy . Y (3)

3¢ T hx 3y 3y | ox 3y



in which u and v are the velocity components in the x and y directions, respectively,

and ¢ is the pressure divided by the constant demsity. The stress tensor terms are

given by
a = 2V 2u
£X Ix
S i el 4
Oxy =y (ay + Bx) (4)
g = 2v kikd
vy 3y

where v is the kinematic viscosity, Equations (1) ~ (3) are written in conservative
form for approximation by finite differences.

The grid layout, shown in Fig. l, indicates the location of the various quanti-
ties within a computational cell., It is noted that the velocities are centered on
the cell boundaries with the pressure a cell centered quantity. The diagonal com-
ponents of the stress tensor are likewise cell centered values while the off-
diagonal elements are computed at cell vertices, The i,j indices in this figure

denote spatial position in the computing mesh,

{Cxydivizz, jnse
Vi, jsi/2
—l- {T
' Pi,j
by Uins2,i @ ()i @ @ Uiz, )
l )
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Vi,j-Ir2

[ o i

Figure 1
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As a first step in the solution procedure, intermediate values of velocity,
denoted by tildes, are computed for each cell, For the x-component of velocity, the

tilde value on the right hand side of cell (4,j) is given by

T =y - §t ;L-[(uz)n - (uz)n + JL-{(uv)n - (uv)n }
i“*%)j i+l/2:j §x i+l’j i’j 5}7 i'i'l’ixj‘i'lﬁ i+1/2’j-l§
1 n n 1 n n
Pibeeity - + — -
* 3 [¢i+l,j ¢i,j! 0% [(Oxx)i,j (Gxx)i+l,j]
1 n n
%y [<0xy)i+%,j-% (Oxy)i+%,j+%1$ )

in which &t is the time step and the time levels are indicated by the superscripts.
Straightforward averages and centered differences may be used in each term.

An analogous formula is derived for the Vi It should be noted, however,
>

s
that no intermediate values are computed for velocities located on inflow boundaries,
rigid boundaries, or velocities exterior to the computing region of interest. Thus,
a normal velocity component on a rigid wall remains zero, and the velocity at an
inflow boundary is unchanged from its prescribed value.

After computing the appropriate tilde components of velocity, the finite dif-
ference analogy to Eqn. (1) is not satisfied in general for every cell in the mesh.
This necessitates computing modifications to the pressures and velocities using an
iteration algorithm.

The desire is to find a velocity field consistent with the boundary conditions

such that
n+l
D, , =0 (6)
PN
where
I _ 1 -
T R T O LM 2 I TR IR P ™

and the superscript in Eqn. (6) refers to the new time level nt+l for the velocity
values, In practice, an iteration procedure is used, which changes the cell
pressures and velocities until Eqn. (6) is satisfied within acceptable limits,

To initiate the iteration, the tilde velocities for cell (i,j) are inserted

into Eqo. (7). If Di 3 > 0 as a result, there has been a mass loss in the cellj
t4

if Di 5 < 0, a mass gain. To correct the values, the pressure is changed by an
b4
amount 6¢i 5 obtained from the expansion
3

n+l /aD)
D, . =D, , ={— 8¢, .
1’] l’] RB(;) i,j d)l’]



and the requirement of Eqn. {(6), Thus, we have
wD,
i

N I
/1,3

where w 1s an over~relaxation factor that has the range 1 € w < 2, The denominator

in Eqn. (8) is constant for every cell and is given by

(2) -2 {_;_+_1_] 0
o¢ i,j §x2 6y2

Once <S<pi j is determined, the quantities are updated:
: »

h+1. h St

= - == 0
B, T Uiy T e %03 10
h+1 h St
= ]
Vi,gHs T Vi, T oy 00,3
h+1 h St
.. = .. - =8¢, .
Vls]“% vl:J‘;i 8y ¢l,3
Here, the superscripts denote the iteration level. This is done for each cell in
the mesh. These updated velocities are inserted into Eqn. (7) and the process is
repeated until
n+1
D, 11
I i,j (1L

for all cells, Here ¢ is the criterion for iteration convergence. It is noted,
however, in this process the iteration error is not cumulative from time step to
time step because the residual error from the previous time level is used as a source
in the new time level,

During the iteration, just as with the tilde values, no modifications are made
to velocities exterior to the computing region or to those values that are located
on inflow or rigid boundaries. Hence, this algorithm does not require knowledge of

the pressures in fictitious cells outside the computing region.



B. Boundary Conditions

Fictitious computing cells are convenient in applying velocity boundary con-
ditions for use in the convection and viscous stress terms in the momentum equations.
At planes of symmetry and rigid walls, the tangential velocity is either continuous
with a vanishing gradient in the case of a free-slip boundary or reflective with a
zero value at the boundary for the no-slip condition.

A further complication for the calculations is the case of rigid walls that
cross the cells diagonally, 1In Fig. 2 are summarized the four sets of conditions
that are required, depending on the spatial location within a cell of the terms in
the difference expression and the type of boundary being studied. The velocity com—
ponents within the rigid wall are specified as indicated in the figure. This treat-
ment has proven successful in recent studies of waves running upon sloping beaches
{Amsden (1973)]. A further discussion of velocity conditions for boundaries that
cross cell boundaries arbitrarily is found in a recent paper by Viecelli (1971).

A special algorithm has proven quite successful for the boundary condition at
continuative outflow boundaries., The tangential component of velocity is assumed
continuous with no special treatment required for it, For the normal component
located on the outflow boundary, a change is made prior to the iteration phase of
the calculation. The normal velocity gradient is made to vanish using the tilde
value of the normal componment velocity one cell upstream of the boundary. Thus, no
tilde velocity calculation is needed on the boundary. The iteration procedure then
proceeds in the usual manner and modifies all the velocity components in the cell
adjacent to the outflow boundary, assuring that the continuity equation is satisfied,

Nichols and Hirt (1971) recently reported on refinements im the treatment of the
MAC free surface boundary conditions, In this approach, the use of special marker
particles, which follow the free surface, more accurately defines the surface po-
sition than had previously been done, These particles are used in addition or in
place of the usual Lagrangian marker particles from which the method derives its
name, The schematic diagram in Fig. 3 shows the surface markers within the computing
region; the shaded region below the surface represents the fluid. Fictitious cells
are used in this algorithm and the subscripts, S and F, refer to surface and full
cells, respectively. The use of the markers permits the application of the normal
and tangential stress conditions at the actual fluid surface. The pressure in the
surface cell is specified as a linear interpolation between the full cell pressure
and the pressure that obtains at the free surface as a result of the surface stresses.
The distance d in the figure is used in the interpolation procedure and measures the

length from the free surface to the center of the full cell.
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PARTIAL CELL VELOCITY CONFIGURATIONS

DIFFERENCE EXPRESSIONS DIFFERENCE EXPRESSIONS
v, du duw  Juv du, ov  au? o2
dx dy odx a9y ox dy Idx 9y

_Ju }v E
v v Ju 7 |y
| I
u v
1
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- -y
N WV -u u
4% J v
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-cl-n’lm\: Inboratory

Figure 2



Figure 3



Figure 4 illustrates the effectiveness of this procedure by showing the fluid
configuration with and without the surface markers for the problem of a fluid slosh~
ing in a rectangular tank., A cosine-wave pressure pulse at initial time sets the
fluid into oscillation. After repeated oscillations the upper frame shows ripples
appearing on the free surface; these are not present in the lower frame which uses
the surface markers, The ripples result from cell to cell variations in the pressure

that cause fictitious accelerations to particles near the surface.
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III, THE IMPLICIT CONTINUOUS~FLUID EULERIAN METHOD

The ICE method [Harlow and Amsden (1971)] has been developed to numerically
solve multi-dimensional, transient fluid flows of arbitrary Mach number. The im-
plicit formulation of the solution procedure broadens its applicability to flows
ranging from supersonic or compressible to far subsonic or incompressible flows. In
the incompressible limit, the technique reduces to the MAC method described pre-~
viously.

The ICE solution procedure implicitly solves the mass and momentum equations
and uses an explicit calculation for the energy equation, Harlow and Amsden (1971)
determined the pressure field for the momentum equations by the solution of a Poisson
equation. Here, however, we present a different method, which is a generalization of
the iteration procedure described in the previous section, The advantage of such
an approach is the ease of incorporating boundary conditions into the calculations,
just as in the case of MAC.

Included in this discussion of the ICE method are two other recent developments.
Space does not permit detailed discussion of these and only brief outlines of the
developments are presented here, The first is the extension by Butler, et al., (1973)
to permit the application of ICE to multi~component, chemically reacting flows with
mixing. The second is a recent investigation by Rivard, et al,, (1973) to apply a
truncation error canceling scheme to the difference equations used by Butler, et al.
This latter technique improves the stability and accuracy of the computing method by
locally sensing the diffusional truncation errors inherent in the difference approxi-
mation and minimizing their effect on the calculations. Numerical examples showing

the effectiveness of this technique are presented.

A, Equations of Motion

The mass and momentum equations for transient flows in two space dimensions for

rectangular coordinates are

38p. dpu 3pv -

st + 9x + 3y 0 a2
2 90 90

3pu dpu opuv _ op XX Xy

3¢ © ax T ay ox T ox T oy (13)

dpv , dpuv apvz 3p BOXE ?FZX

5t * ex ey T3y f hx T 3y s

where ¢ is the mass density, p is the pressure and the stress tensor components are

given by



Ju du av
= — 4+ LR Y
“xx 2v Ehe A( x By)
au v
G = m— + et
xy = (ay ax> (15)
o = 2u v o A {3u + _Bl)
vy 3y Kax 3y °

In these latter expressions p and A are the first and second coefficients of vis-
cosity, respectively.

Equations (12) - (14) are coupled to an equation for the internal energy, pIl:

apl apIu IpIv du v Ju v
feL 1 SRV - % 4 - AA A AN
ot + 9x + 3y (cxx P) X (ny P) 3y * qu(ay + Bx>
3 3L 3 9L ° .
—_ == 4 _ (
* % (k Bx) 3y (k ay) ta tay (16)

where k is the heat conduction coefficient, and qC and &D are source terms to the in-

ternal energy representing chemical reactions and enthalpy diffusion resulting from
multicomponent species diffusion, respectively,
These are solved together with an equation of state, in which pressure is ex—

pressed as a function of p and I, For a polytropic gas,
p = {y-1) pL (17)

where y is the ratio of specific heats,

To enable the calculation of multi-component species in the flow field, trans-—
port equations for the species are written which include convection, diffusion, and
creation or decay by chemical reactions:

3p 3pu dp v 3 (o /o) 3 (p /o)
o o o ] o d o .
-2 4 = -2 - N < - 14 . 8
e T e T oy ow [p“a % ] ey [P oy ] CR (18)

In this equation, the subscript a refers to the species, n, is an effective binary
diffusion coefficient for species o into the multicomponent mixture, and (pa)c re—

presents the source term from chemical reactions. The exact expression for this is
discussed by Butler, et al., (1973). This equation is solved subject to the con-

straints that

N

- 9%
P, =0°
=1

Qs



and
N ap /o) e, /p)
3 o 3 o] _
e Rl IR @

where N is the total number of species.

B. Solution Procedure

The finite difference approximations to these equations are similar to those in
the previous section. The momentum components pu and pv are located on cell bounda-
ries, just as in the MAC case for u and v. Cell centered quantities are p, p, and
I, together with the variable coefficients u, X, and k. The stress tensor components
are located at the positions indicated in Fig. 1.

For the total mass density equation, we write

o+l _ o ntl n+l
P37 P,y * 0 “} [(p Wiy T Wiy
n+l n+l
{(p IR GOl W] @D
in which Bi . 1s determined, from quantities at time level n:
3
~ n 1 n n
= + - —_ -
Pi,5 = 1,3 ot {(l 0) 3 . [(pu)i—l/g,j (Du)i‘%’j]
n n
v [(QV)i,j“l/z (‘“’)i,wﬁ]z
(22)
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ze i‘l‘l/z,j i+ ',j i-l’éaj i’J i—l’j)

I N pn . -1 (pn . >
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In these eguations, 6 is a parameter used to vary the relative time centering of the
convection terms. It ranges in value from zero for a purely explicit calculation to
unity for a completely time advanced treatment of the convection terms. The value,
8=.5, is usually chosen for most compressible flow calculations because this choice
eliminates first order time errors that arise in the difference approximation.

The diffusion terms ia Eqn. (22) are added to assure stability of the numerical
calculations and yet minimize the effects of the lowest order truncation errors in-
herent in the finite difference equations., These errors may result in either ex-
cessive numerical diffusion or insufficient diffusion to stabilize the calculations.
The form of the necessary diffusion terms was suggested by Hirt (1968) after ex-—

amining the stability properties of the non~linear equations,
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With 9=.5, the expressions for these diffusion coefficients are

Sx .
= ¢ X f Au 20
iy, - (B8 Au v
or {23
5x :
= (] = et f Au <
Tith, g (1 -¢) 5 lu if be <0
where Ay = n .

“?+3/2,j I S
The value of £ ranges 0 < £ < 1 with many problems requiring § < .2. Analogous ex-
pressions to those in Eqn., (23) are used for the other coefficients in Eqn. (22).

This procedure of variable coefficients of diffusion has proven very successful
in a wide variety of problems tested. It has cbvious advantages over the scheme
originally proposed for ICE because it automatically supplies the necessary diffusion
for stability and applies it only in regions where needed. The value of £ is usually
held fixed and is greater than zero to allow sufficient smoothing to overcome trun-
cation errors of higher order that were neglected in the error amalysis.

Similar expressions to Eqns. (22) and (23) have been derived for each of the
ICE difference equations. The report by Rivard, et al., (1973) presents them in de-
tail, and we shall not repeat them here. However, the calculational examples at the
end show their effect over using usual artificial viscosity stabilizing methods,

The finite difference approximation to Eqn. (13) is

ol ~ St [— —
. .= . . =P, . — P, . 24
(Qu>l+;2’3 (9“)1_4”%,3 5% pl,J Pl’*‘l,} ( )
where the tilde value is computed from quantities at time level n and the E.values
are found by iteration in satisfying the mass equation. The intermediate momentum

component is written

o~ n 1 n st 2 2
. .= ; . F St i, o T Py ; - .
(pu)l'f‘l/zsj (pw) i+, 3 ¢ ; Sx [P 1,3 P1+193 * (pu )i:j (pu )1+l:j

1
i,y T (Gxx)i,j] * 5y [(D“V)i+%,j—% = ou) g s

. (25)

oy sttg, 3435 ™ ¢

“xy’ i+, 1 ]%

neglecting the truncation error cancellation terms. The terms on the right hand side
are computed using straightforward averages and centered differences of the quanti-

ties at time level n. Difference equations similar to Eqns. (24} and (25) are found

for (pv)2f§+% in solving Eqn. (14).
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New values of total mass density and momenta for the time step are found in the

same way as described in Eqns. (6) - (11). In this case, however, we define

~ 1
= -7, . +8 8t{— L. .
Di,j P15 " P13 tzﬁx [(pu)1+1/z,;| (pu)l_%ﬂ]
+ = | (v - (V) (26)
Sy i,i+s i,i-%
and
_ mDi .
Spi,j == (é-]z)"" . (27)
/1,3

The denominator is evaluated as

Y oI ogeee? L 4 L
an/, (Cz). . 6x2 Gyz
1,3 1,3

in which(cz)i i is the square of the sound speed determined from the equation of
?

state using the definition

2p) . 2
(32)-<.

Once 65; 3 is determined the quantities are updated as in Egqn. (10):
H

= T
pl’J P sJ pl’J
8p, .
h+1 _h i,]
p = +
l’J l’J (CZ)
i,j
h+1 h St
(pu)i+%,j (pu)i+% i §x aﬁi,j
h+1 h St —
COFERS (Puli iy 5 ™ ox %0y ;
h+1 St —

(28)
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The superscripts denote the iteration levels. These updated quantities are substi-

tuted into Eqn. (26) and the process is repeated in all computing cells until

3D?+%r < e
1,3

With the completion of the iteration procedure, new velocities are determined

from the momenta and densities:

n+l
o+l _ w5
u., .=
i+, j n+l n+l
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1,3 i+1,]

(29)
n+l
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BRI !

These updated values of velocity and pressure are used in the explicit calcu-

lation for the internal energy:
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@)+ (e g (30)
i?j iSj

in which the convection terms are formed by straightforward averages of the internal

energy at time level n and the new velocities.
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Explicit calculations are also made to determine the new species densities,

The difference approximation to Eqn. (18) is given by

)™ = (o o) re {gg [(p“u)i e
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The convection terms again are formed using species densities at time level n and
the new velocities, 1In order to ensure strict mass conservation, N-1 species trans-—

port equations are solved with the yth species determined using Egn. (19):

N-1
+ + +
ORI DI R St (32)
. 53 - ol
i,j a=1 i,j

A special algorithm has been developed to impose the comstraint of Eqgn. (20).
The essence of the algorithm is to simultaneocusly consider the diffusion terms for
each species in Eqn. (31) and ensure that no net mass transport is accomplished
during the time step by the diffusional process, This is achieved by monitoring
the diffusional fluxes across each boundary of the computing cell and limiting the

amount of diffusion such that Eqn. (20) is satisfied.

C. Example Calculations

An often used treatment to assure numerical stability of the calculations is to
use fictitiously large values of the viscosity coefficients, p and X, to overcome
the effects of truncation errors resulting from the difference approximations,
Harlow and Amsden (1971) state the choices for p and A in such an approach are given
by:

> 2 3u 52
B, AR 3/2p w St + O nax (axlnax X (33)
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where the subscripts refer to the maximum values for the velocity, density and
velocity gradients in the computing mesh, This choice, while ensuring numerical
stability, may produce large inaccuracies in the calculational results because of
excessive numerical diffusion. This is especially true when the flow is directed
primarily in one coordinate direction, such as in the case of flow down a uniform
channel,

Consider the flow configuration shown schematically in Fig. 5. A perfect gas,
with specific heat ratio y = 1.4, enters on the left with a velocity profile sym—
metric about the centerline of the channel. The horizontal velocity grades linearly
from a magnitude u = 1.0 at the adiabatic, free-slip channel walls to u = 0.2 at the
centerline, The flow is everywhere supersonic with a uniform temperature across the
channel, and the flow Mach number based on the velocity at the walls is M = 10.0.
The right boundary of the computing region is a continuative outflow boundary. With
this configuration for an inviscid fluid, the exact solution of this idealized
problem has no x-dependence at steady state with the inflow velocity profile repro-

duced at any axial location downstream of the inflow boundary.

e N N NN NN N NN SO NON NN N NN,

Adiabatic
Inflow Free~3|ip walls Outflow

A izl
Figure 5

The results of two different calculations of this problem are summarized in

Fig. 6.

Figure 6
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Both calculations started with identical initial conditions of a uniform velocity

u = 1.0 in all cells except those at the left boundary. These are plots of the
velocity vectors in each cell after the flow has achieved steady state., Fig. 6(a)
shows the velocities computed using the criteria for p and A given in Eqn. (33),
which are essentially the minimum values for stability. In this case, the centerline
velocity is accelerated down the length of the chamnel and the wall velocities drop
in magnitude until an almost uniform velocity profile is produced at the outflow
boundary, a consequence of the fictitious viscosity acting in the transverse
direction.

The calculation shown in Fig. 6(b) is that using the truncation error cancel~
lation method of Rivard, et al., (1973) to achieve stability. Excellent agreement
is noted in this case with the velocity field at each axial location corresponding
to the inflow profile to within less than 0,27 error.

As a more comprehensive example problem, we consider the flow in a contintous

wave chemical laser, The flow configuration is that shown schematically in Fig. 7.

Computing Reglon

o o g, o i e e e

FiHetDF L - — -

Figure 7
A series of two-dimensiomal slit nozzles flowing a mixture of F, He, and DF are

alternately interspersed with split nozzles admitting H, and He. Downstream of each

2

pair of nozzles, the H, and F mix and react exothermically to produce vibrationally

2
excited HF molecules, which serve as the lasing medium. The computing mesh extends
from the nozzle exit plane downstream to a continuative outflow boundary with sym—
metry boundaries at the top and bottom. The vertical span for the mesh extends from
the centerline of the hydrogen stream to the centerline of the fluorine stream, The
Mach number of the flow exiting the lower nozzle is M = 3.5 and for the upper nozzle,
M= 3.7.
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Figure 8(a} shows the steady state velocity vectors from the calculations

using p and A obtained from Eqn. (33}, and Fig. 8(b) shows the results using the
truncation error cancellation method.
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Figure 8

In (a), the inflow velocity profiles are rapidly smoothed downstream because of the

excessive kinetic energy dissipation brought about by the artificially high values

of viscosity necessary for stability. Such is not the case in (b). In additionm,

the recirculation region in the upper left cormer of the mesh is much more pro-
nounced in (b) and a shock caused by the collision of the Hz stream with the upper

symmettry boundary is seen in (b) but is not present in (a) because of the large
kinetic energy dissipation.
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METHODES ET TECHNIQUES D'INTEGRATION NUMERIQUE

ADAPTEES A L'ETUDE DES ECOULEMENTS PLANETAIRES

Robert Sadourny

Laboratoire de Météorologie dynamigue

Centre national de la Recherche scientifigue

Parxis

I. INTRODUCTION

L'écoulement atmosphérigue est un &coulement turbulent, 4 régime
guasi-stationnaire. On dispose aujourd'hui d'un certain nombre de me-
sures, effectuées de diverses maniéres dans l'atmosphére réelle, per—
mettant d'évaluer la répartition spectrale de l'énergie cinétique
(WIIN-NIELSEN {(1967), MOREL etNECCO (1973)). On a pu mettre en évidence
gue, dans un domaine spectral allant des ondes planétaires aux ondes
d'échelle 200 km environ, le spectre d'énergie suit une loi voisine
de k—3. En premi&re approximation, 1'écoulement de grande é&chelle peut
8tre considéré comme horizontal et non divergent, obéissant par con-
séguent aux lois statistiques de la turbulence bidimensionnelle. La
répartition spectrale en k“3 correspond & la loi bien connue de
KOLMOGOROV~OBUKHOV. Elle dépend étroitement de l'existence d'un inva-
riant guadratique: l'enstrophie, intégrale spatiale du carré du rota-
tionnel, pour les éguations inviscides. Dans un domaine spectral
inertiel, c'est 3 dire sans sources ni dissipation, l'enstrophie est
simplement transférée des grandes vers les petites &chelles. L'état
d'éguilibre statistique est caractérisé par un taux de transfert uni-

=

forme, gui impose 3 lui seul la forme du spectre. La théorie de

t

KOLMOGOROV apparalt aujourd'hui amplement confirmée. Récemment,l'inté
gration temporelle de modé&les stochastigues de la turbulence bidimen-
sionnelle 3 trés grand nowmbre de Reynolds (ANDRE,LESIEUR et POUQUET
(1973)) a permis de mettre en évidence l'apparition d'un état de
régime en k-3, d transfert d'enstrophie constant vers les &chelles
les plus courtes. Il est certain que 1l'application de cette théorie 3
1'atmosph&re ne peut se faire gue de facgon approchée. CHARNEY (1971)

a toutefois développé une théorie analogue dans le cas d'un &coulement
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tridimensionnel quasi-géostrophique, analogue & l'écoulement atmosphé-

rigue & grande é&chelle.

Le domaine spectral dont nous parlons est le domaine qui corres-
pond justement aux modéles numériques actuels de circulation générale.
En effet, &tant donné le grand nombre de paramétres physiques interve-
nant dans la description de 1'é&tat de l'atmosphére, et, d'autre part,
la longueur de certains calculs (en particulier, 1l'inclusion des
échanges radiatifs dans les sources d'énergie), le degré de développe-
ment actuel des calculateurs limite la résolution & une centaine de
kilométres environ. Dans ces conditions, si l'on veut représenter de
fagon convaincante 1l'atmosphére réelle, i1l importe d'accorder une
attention particuli&re aux mécanismes de transfert. Des progrés impor-
tants dans ce sens ont été accomplis dans les années soixante. Le
premier, ARAKAWA (1966) a introduit l'enstrophie comme invariant
formel au niveau des é&quations tronguées, obtenant ainsi un bilan plus
réaliste des interactions non linéaires. Simultanément, 1'introduction
par SMAGORINSKY d'une pseudo-viscosité non linéaire peut &tre considé-
rée comme la premi&re tentative de paramétrisation des interactions
entre les modes effectivement représentés par le modéle, et les modes

situés au~deld de la troncature.

Il est clair que les modéles tronqués sans dissipation d'enstro-
phie, méme dans le cas de schémas d'ARAKAWA, représentent tré&s impar-
faitement les mécanismes de transfert, dans la mesure ol ceux-ci sont
blogués i la troncature. Leurs états d'équilibre statistique propres
seront fondamentalement différents de celui de 1'atmosphére, puisque
non régis par un transfert uniforme d'enstrophie. On peut d'ailleurs,
&tant donné un nodéle inviscide tronqué, calculer théoriguement ses
états d'équilibre statistique (au moyen des méthodes classigues de la
mécanique statistique & nombre fini de degrés de liberté), vérifier
numériquement la tendance vers ces états d'équilibre (ergodisme), et
constater qu'il ne s'agit pas de spectres en k—3. On peut consulter
4 ce sujet: ORSZAG et FOX (1973), BASDEVANT (1973). Pour retrouver un
état de régime analogue 3 celui de 1'atmosphére réelle, il convient
par conséquent d'ajouter au modéle inviscide une dissipation représen-
tant le transfert réel d'enstrophie 3 la troncature. La clé de ce
probléme est une théorie statistique des interactions entre les mouve~
ments explicites du modé&le et les mouvements d'échelle plus petite.

Cette théorie doit faire appel & un certain nombre d'hypothéses
simplificatrices. Entre autres, il est naturel d'admettre 1l'isotropie
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et l'homogénéité statistique des mouvements d'échelle inférieure a

une centaine de kilométres. Cette hypothése est physiquement bien
fondée. Toutefois, les modes dont on représente ainsi l'influence

sont définis dans le modéle comme tous les modes externes par rapport
4 la troncature. Il importe donc, si l'on veut une paramétrisation
cohérente, de définir celle-ci de la fagon la plus homogéne et la plus

isotrope possible sur la totalité de la sphére.

Les transferts d'enstrophie, ou, plus généralement, les intexr—
actions non linéaires, ne sont pas les seuls processus nécessitant une
&valuation statistique des phénoménes de petite &chelle au niveau des
équations tronquées. En effet, il existe dans 1l'atmosphére des sources

= ~

d'énergie extrémement importantes & des échelles inférieures & 100 km.
Par exemple, les phénoménes de convection associés & la présence de
cumulus, et les échanges énergétiques correspondants ont une influence
considérable sur l'écoulement de plus grande échelle, par dégagement

de chaleur latente, effet radiatif et induction de subsidence & grande
&chelle. I1 est bien sOr hors de question de représenter individuelle-
ment chaque cumulus, et les effets gu'il provoque, dans un modéle de
circulation générale., Les météorologistes ont ainsi &té amenés 3 se
poser le problé&me de la paramétrisabilité de ces phénoménes. La
premi@re théorie statistique véritablement satisfaisante est due &
ARAKAWA(1973). L'occurrence et l'influence des cumulus sont paramétri-
sés en fonction des variables physiques & plus grande échelle, moyen~-
nant certaines hypothéses, dont des hypothéses de structure sur la
répartition nuageuse probable. On se donne ainsi une répartition spect-
rale des nuages, dépendant d'un simple paramétre scalaire A, assimila-
ble & un facteur d'échelle. Ces hypothéses d'homogénéité et d'isotropie
statistiques de la répartition nuageuse sont inséparables d'une
résolution homogéne et isotrope de 1'écoulement de grande échelle.

Si l'on considére le probléme sous cet angle, 1'utilisation
(trds fréguente jusgu'a ce jour) de réseaux réguliers en coordonnées
sphérigques {(longitude-latitude) n'est pas vraiment appropriée. La
résolution est-ouest devient de plus en plus fine & mesure gque l'on se
rapproche des p&les, l'élongation des mailles dans le sens nord-sud, de
plus en plus accentude, et les modéles de paramétrisation, de moins
en moins satisfaisants. On sait par ailleurs que, sur ces réseaux, le
pas temporel, 1ié aux conditions de stabilité pour les ondes de
gravité, est trés faible eu égard & la ré&solution effective dans les

latitudes moyennes. (Ce dernier inconvénient peut &tre &€liminé
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toutefois, si 1l'on procéde a un filtrage systématique des ondes cour-
tes au voisinage des pbles.) Des modéles spectraux, basés sur le
développement des fonctions scalaires en séries tronquées d'harmoniques
sphériques, ont &été développés récemment, en particulier par ELIASSEN
et al.{(1970). Néanmoins, de tels modé&les ne sont pas particuliérement
adaptés & la représentation des sources physiques d'énergie, ni des
phénoménes de petite échelle. D'une fagon générale, l'utilisation de
coordonnés sphérigues est peu compatible avec une discrétisation
guasi-uniforme sur la sphére. Par exemple, sur un réseau quasi-unifor-
me, les accroissements en longitude ne tendent pas uniformément vers
zéro quand le module géométrique du réseau tend vers zéro. Ceci
conduit, dans le cas d'équations aux différences, & des défauts de
consistance aux pdles. Les conséquences pratigues sont, entre autres,
une distorsion des ondes, indépendante de la résolution. Nous propose-
rons ici 1'abandon des coordonnées sphérigques, au profit d'une

représentation plus adaptée & une discrétisation guasi-~homogéne,

gquasi-isotrope , de l'écoulement.

II. REPRESENTATION POLYEDRALE

Nous prendrons pour exemple une forme trés simplifiée des
équations du probléme, & savoir les équations qui gouvernent 1'écoule-
ment d'une eau peu profonde, de densité uniforme, 3 surface libre. La
méthode utilisée se généralise naturellement aux &quations complétes
d'une atmosphé&re en é&quilibre hydrostatique. Si 1'on désigne par vlle
vecteur vitesse horizontal,et par ¢ 1e géopotentiel de la surface

libre, les équations sont les suivantes:

%‘Z‘ + (£+rotV) kxV + grad@+ivd) = o
(1)

3¢ N

St + div($V) = 0

f représente ici le rotationnel d'entrainement dd & la rotation de la

-
plangéte, k le vecteur unitaire normal & la sph&re. Les opérateurs sont

les opérateurs de dérivation sphériques. L'écoulement étant bidimen-



28
sionnel, les rotationnels sont assimilés 3 des scalaires.

On considére un polyédre régulier P, gque l'on suppose concentri-
gque & la sphére S. Dans la pratigue, P sera un cube, ou de préférence
un icosaédre. On désignera par-Trla projection de P sur S a partir de
leur centre commun. Dans la projection?T, chacune des faces Pn de P
s'applique sur un polygone sphérigque Sn” L'ensemble des polygones Sn
reconstitue la sphére S. Dans chaque face Pn’ on se donne un repére
orthonormé { EZ,EZ )n
{ xl,x2 )n' Ces coordonnées constituent un systéme de coordonnées
curvilignes dans Sn. La métrigque locale est définie par le tenseur

, et le systéme de coordonnées correspcondant,

symétrique:
g = oM M
LI dxt  dx’

ol M est un point de Sn' On définit également le facteur d'aire:
1

g = ‘ dét (gij)i2

On désigne par Pn liintersection de Pn et de Pm’ par S l'intersec—

m nm
tion de Sn et de Sm? par N le nombre des faces du polyédre P.

Dans ces conditions, un champ scalaire ¢ de classe Cl sur la

sphére § est défini par N champs ¢(x1,x2} de classe Cl sur Pn’
moyennant, comme conditions aux limites, la continuité de ¢ et de
E§§d¢ sur les frontidres Pom De fagon analogue, un champ de vecteurs
V de claise Cl sur S est défini par.2N champs de composantes covarian-

tes ui(x ,x2), ou contravariantes ul(xl,xz), de classe C1 sur Pn’

el Ld d
moyennant la continuité de V, rotV, divV sur les frontieéres an.

Si l'on se place dans une face Sn’ les éguations (1) s'écrivent:

du, . du
Y 3 0 k., _
5T + Siju (gf+eklbxk) + Al (¢+2uku ) 0
(2)
3¢ j
ST + 1 (g¢u y = 0
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oli Eij est le tenseur antisymétrigue:

Sur les arétes Snm’ les conditions aux limites indiquées plus haut
entrainent naturellement que les équations (2) exprimées dans Sn et
dans Sm coincident.

L'énergie du systéme est définie par:

E= | ($2+9v?) as
s

I

Le fait que ¢ soit une variable positive ne pose pas de probléme dans

et sa masse, par:

=
[}

les intégrations numériques, car elle varie relativement peu devant sa

valeur moyenne.

La variable dépendante du probléme est le vecteur fonction de

l'espace-temps:

Il est commode d'introduire, d'une part, le produit scalaire:

(X,X') = (V.Y + ¢4y as
s

et, d'autre part, l'opérateur de dérivation D, défini par:
—>
grad¢
div V

L'opérateur D possidde la propriété d'étre antihermitien par rapport au
produit scalaire. La conservation de la masse et celle de 1t'énergie se
déduisent directement de cette propriété.
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Par exemple, la conservation de l'énergie se déduit de

{3) (Y,DY)

]
<

avec v \

§oiy?

Dans la représentation polyédrale, on définit un produit scalai-

re partiel dans chague polygone sphérigue:

(X, x" = / (v.vt + ¢¢' ) das

Js

n

Une fois la sommation exprimée dans le systéme de ccordonnées corres-

pondant, on obtient

2

|1
u u
(4) <X,DX>H—Z} g‘?i .
m
P
nm

de” dc
(n}

dc étant 1'élément de courbe sur Snm’ orientée positivement autour du
polygone Sn' Sur l‘'aréte an, les conditions aux limites d&33 données

entralnent:

{(n} {m)

de sorte que les relations (4) équivalent & dire que l'opérateur D est

antihermitien.

On définit un réseau R 3 peu prés homogéne sur la sphére en
discrétisant de fagon identique chaque face P, du polyédre suivant un
réseau régulier Rn’ et en projetant l'ensemble sur la sphére. A cause

=

des conditions aux limites, on aura 3 considérer les intersections des
divers réseaux Rn' gui constituent des réseaux réguliers partiels an
sur les arétes an. Dans le cas de l'icosaédre, le réseau résultant

définit une troncature & peu prés homogéne (les distances entre points
voisins ont une variation de l'ordre du dixidme autour de leur valeur

moyenne), et 3 peu pré&s isotrope (la presgue totalité des points
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posséde six voising immédiats, a l'exception des sommets du polyédre,

qui n'en possé&de gue cing; on connait les tré&s bonnes propriétés

d'isotropie des réseaux triangulaires réguliers). (figure 1)

NORTH POLE

{

f

SOUTH POLE

FIGURE 1.

On se propose de définir des formes discrétisées des &quations
(1) possédant des propriétés de conservation analogues.La dérivée par
rapport au temps ne sera pas discrétisée. La masse et l'énergie du

systéme discret seront définies de la fagon suivante.
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L E 92+ $v? ) a1
R
MY = g E gl

R

s &étant l'aire de la maille des réseaux Rn’ divisée par le nombre de
sommets de la maille, et 1 le nombre de mailles par point sur le
réseau R. Ce dernier est uniforme, sauf aux sommets du polyédre. On

introduit également le produit scalaire:

CH,X'> = s ( V.V + ¢4 ) g1

R

les fonctions ¥, X' étant désormals discrétes. Il s'agit donc de

définir une discrétisation D' de D, vérifiant la propriété:

(5) <X D'X> =0

Si l'on se place 3 l'intérieur d'une face Pn’ on définit le produit

scalaire partiel:

<KX'> = s E (v.vr o+ 9 gl

R
n

ol ln est le nombre de mailles par point dans le réseau Rn' 11 différe

de sa valeur normale 1 sur les frontiéres an. On a dans ces conditions
LK, XD = <K x>

Pour assurer la propriété (5), il suffit de définir une discrétisation

Dé de D sur Rn’ telle que lfon ait la relation (analogue & (4))

q) U.l u2
(6) < XDIX> = Bm (¥ 11 2 )

m (n)
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Bnm &tant, pour les fonctions discrétes définies sur an, une forme

bilinéaire, telle que:

(7) B = B

et cl, c2 les composantes d'une discrétisation de dc. L'opérateur D
est ensuite défini de la fagon suivante:

(a) en dehors des réseaux R s en prenant D'=D5 .

m

(b) aux points des réseaux Rn , en prenant D' &gal 3 la moyenne

m
des opérateurs Dé, affectés des poids 1n' pour tous les réseaux Rn
auxguels appartient le point.

Dans ces conditions, (6) et (7) entrainent bien la propriété (5).

Dans la mesure ol toutes les arétes jouent un rdle équivalent,
il est naturel d'imposer aux Bnm d'étre toutes égales & une forme
bilinéaire unigue B, condition qui entraine (7). Il suffit pour cela
gque D; soit invariant dans les automorphismes (rotations et symétries

propres) Tn de Rn.

(8} Tn Dé Tn = Dé

Dans la pratique, il suffit de partir d'un opérateur de dériva-
tion discrétisé& homogéne et isotrope sur le réseau Rn étendu a 1'infi-
ni, et de le fermer sur les frontiéres an en faisant intervenir
uniquement les points frontiére: les conditions (6) et (8) seront auto-
matiquement vérifiées, les équations discrétisées conserveront la
masse et l'énergie. Le schéma le plus simple dans le cas du cube est
basé sur l'opérateur centré & trois points, et 1l'on prend dans chaque
face les vecteurs de base paralléles aux directions principales du
réseau Rn' Dans le cas de l'icosaé&dre, les directions princ;pales de
Rn sont dirigées suivant trois vecteurs unitaires 3’, 5;, Ez, avec
53+ 3;+ 53= 0. Le schéma le plus simple est obtenu en considérant les
opérateurs centrés 3 trois points dl’ d
direction EZ de la fagon suivante:

3

S _ 2 ? > =~

S.i 3 €it%5 %
3=1

27 d3 dans les trois directions

et en définissant l'opérateur de dérivation dans la
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Les méthodes gue nous avons développées ont pour défaut principal
une perte de précision le long des frontiéres internes. Par exemple,
les schémas centrés les plus simples, qui sont du seccond ordre en

général, deviennent du premier ordre aux points des réseaux R On

nm’
peut prévoir gue ces erreurs de troncature isolées vont engendrer des

perturbations des solutions & une é&chelle voisine de celle de la

maille.

Cecl ne se produit pas dans le cas d'un &coulement purement
rotationnel. En effet, la conservation simultanée des deux invariants
quadratigues {(énergie et enstrophie) empéche alors toute apparition
artificielle d'énergie au voisinage de la troncature. Par conséquent,
les solutions sont stables par rapport aux sources d'erreur sur les
frontiéres. Au contraire, dans le cas d'un écoulement avec divergence,
tel que celui décrit par les éguations (1), il apparait des perturbations

4 1l'échelle de la grille, gui s'accumulent peu & peu.

Jour O

WQQ%
g8

100~

i)

FIGURE 2
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Par exemple, on consid@re un écoulement a divergence faible, du
type des ondes de ROSSBY, qgue l'on intégre numériquement sur un réseau
cubique. Le champ initial du géopotentiel est représenté sur la figure
2., en projection sur une face du cube. Le champ initial des vitesses

est déduit de ¢ par les deux conditions:
divv =20

)
3t

div Vv = 0

Aprés une intégration de 4 jours, utilisant le schéma le plus simple
donné plus haut, les perturbations de petite &chelle se sont accumulées.
(figure 3). Elles finiront par affecter tout le spectre des mouvements
au bout d'un temps plus ou moins long, par le jeu des interactions non

linéaires.

FIGURE 3
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Un moyen simple d'éliminer les perturbations dues aux frontiéres
consiste & remarguer gue les perturbations apparaissent par 1'inter-
médiaire de la composante irrotationnelle du vent, la composante
rotationnelle étant, comme on l'a dit, relativement stable. Le probléme
se raméne donc & un filtrage des ondes de gravité & 1l'échelle de la
maille du réseau. Par exemple, on peut rajouter un terme dissipatif de
la forme vy gfgd div E?au second membre de l'éguation du mouvement.

On peut voir sur la figure 4 le résultat d'une intégration numérigue

utilisant cette technique, ol le bruit & petite é&chelle a totalement

disparu.

Jour 4

24

FIGURE 4
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ITII. CONCLUSION

La représentation polyé&drale est & ce jour la seule tentative de
représentation & peu prés homogéne et isotrope des écoulements sphéri-
ques. Toutefois, sous sa forme actuelle, la nécessité d'un filtrage
de la divergence & petite échelle est un handicap assez lourd. Il y a,
dans 1'atmosphére réelle, des sources d'énergie dont 1l'impact sur la
circulation générale se fait par l'intermédiaire d’une création locale
de divergence. Physiquement, filtrer la divergence & 1'échelle de 1la
grille signifie donc une perte nette en résolution. Par ailleurs, la
technique de filtrage donnée plus haut n'est pas suffisamment sélec-
tive dans le domaine spectral. Il reste & développer des méthodes ,

aux différences ou autres, plus précises sur les frontiéres.
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FLOW COMPUTATIONS WITH ACCURATE SPACE DERIVATIVE METHODS
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Abstract

This paper is concerned with the numerical solution of partial differential
equations describing fluid flow problems in real space and in phase space. One im-
portant goal is to show conclusively that the Accurate Space Derivative methods can
be used with success for solving such problems numerically. We describe a method for
the numerical solution of the Korteweg-de Vries-Burgers equation. We show numerical-
ly that the solution of this equation evolves asymptotically into a steady shock wave
with monotonic and oscillatory profile. We present numerical solutions of the
Viasov-Poisson system of equations which describes the motion of an ideal incompres-
sible fluid in phase space. These problems are related to longitudinal oscillations

in two- and three-dimensional phase space.

I. INTRODUCTION

Partial differential equations describing fluid flow problems have been solved
successfully by: (1) transform methods, in which the variables are expressed in
terms of orthogonal polynomials; and (2) finite difference methods. The former ap-
proach proved to be very accurate in Fluid Mechanics 22 and in Plasma Physics1 for
problems with simple boundaries. Although finite difference methods are well suited
to solving realistic problems with complex boundaries, 5» 10> 26 they seldom achieve
more than a rather modest accuracy in practice [26, p. 24]. The significantly larger
error terms in finite difference methods are due to the approximation of the space
derivatives by some finite difference expressions. Space differencing errors can be
reduced substantially by the accurate computation of the space derivative terms. A
numerical method based on this principle can be expected to possess similar accuracy

as the corresponding transform method if similar time differencing methods are em—
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ployed. Indeed, it was found by Orszag?® that the pseudospectral (collocation) ap-
proximationz“ and the spectral (Galerkin) approximation23 give similar errors., In
the pseudospectral approximation the space derivatives are computed by Fourier meth-
ods?* and "leapfrog" (or midpoint rule) time differencing is used to march forward in

time.

Recently the author reported omn higher order (in time) numerical schemes2s13

based on the Accurate Space Derivative (ASD) method. In this approach to time dif-
ferencing we start from a Taylor series in t, following in principle Lax and Wendroff
[26, p. 302]. The time derivatives are then substituted by expressions containing
only gpace derivative terms., The numerical evaluation of the space derivative terms
is based on the use of finite Fourier series., In this respect our method is similar

to the pseudospectral approximation.zi"’25

The role of the finite Fourier transform techniques in the ASD methods is limi-
ted to the efficient computation of the space derivative terms. In the case of non~
rectangular coordinate systems other types of orthogonal polynomials may prove to be
more convenient than finite Fourier series. MNevertheless, the application of the ASD
methods over such a computational grid appears to be entirely feasible, so long as
the space derivatives are evaluated at the grid points by making use of all the in-
formation that can be supported by the computational grid. It is, therefore, incor-
rect to regard the ASD method as a spectral method. The fast Fourier transform algo-
rithm is merely a tool, i.e., a "black box," for the procedure of differentiation.

The ASD methods have been applied successfully to one-dimensional problems.l2715

In this paper we study numerical solutions to nonlinear differential equations with
one, two, and three space varisbles. In Section II we discuss a numerical method for
the Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB)!® equation. This type of equation occurs in
some classes of nonlinear dispersive systems with dissipation. We show numerically
that the solution of the KAVB equation evolves asymptotically into a steady shock
wave with monotonic or oscillatory profile. Sections III and IV are devoted to the
numerical simulation of the Vlasov-Poisson system of equations, which describesthe
behavior of collisionless fully ionized plasmas. The electron velocity distribution
function is commonly referred to as "phase space' fluid, since the Vlasov equation
describes the flow of an ideal incompressible fluid in phase space.3»22 In Section
III, we present results on linear and nonlinear Landau damping of electrostatic os-
cillations in unmagnetized plasma. In Section IV we consider electrostatic waves in
a magneto-plasma. These simulations require one space variable, x, and two velocity
variables vy and vy. Here we show results related to perpendicularly propagating cy-

clotron harmonic waves.



39

II. NUMERICAL SOLUTION OF THE KORTEWEG~DE VRIES-BURGERS EQUATION

In this section we consider the Korteweg-de Vries~Burgers equation18
du du 32y a3u
it 2u 3x " 3% H Ix % w

where v ig the coefficient of diffusivity and p is the dispersive parameter. This
type of equation occurs in some classes of nonlinear dispersive systems with dissipa-
tion. The steady state version of Eq. (1) has been used by Grad and Hul? to describe
a weak shock profile in plasmas. Propagation of waves on an elastic tube filled with
viscous fluid is also described by the KdVB equation in a particular 1imit.!® 1In

19

more recent studies’” it has been found that the surface profile above a fully devel-

oped Poiseuille channel flow is alsoc described approximately by the KdVB equation.

Our problem is defined by fixing the upstream and downstream boundary conditions

that must be satisfied by Eq. (1) at all time, t 2 0. These are
. - i + -, o+
lim u(x,t) = u_, lim ulx,t) =u_, u_ >u_. (2)
X > - © X >+ w

For simplicity, we choose u; = 1, and u: = 0,

The steady-state solutions of the KAdVB equation have been studied in some detail

19,20 por nonzero dissipation, v # 0, the steady-state solution is of the

by Johnson.
following two types: (a) a monotonic shock wave if v2 2 4u; or (b) a shock wave os-
cillatory upstream and monotonic downstream when v2 < 4u. One of the goals of this

study is to show numerically that for any initial data satisfying (2), e.g.,
1, % < xg
u(x,0) = (3)
0, X > X

the solution of Eq. (1) evolves asymptotically into the steady shock wave with the

predicted monotonic or oscillatory profile.

The initial value problem stated in Egs. (1) and (3) is solved by the Accurate
Space Derivative (ASD) method!? of order three. By this method, u(x,t+At) is compu-—

ted from u(x,t) by means of the following expression

_ 3u{t) 32u(t) QEE_ 33u(t) éEE
u(e+it) = u(e) + Y At + Pve, 5 + i 31 (4)

The time derivatives in Eq. (4) are computed from Eq. (1) by successive differentia-

tion as follows;

3u 3u 3%y 33

Y e S v B 3
3%y _ du du 3 [3u ? (du 33 [bsu

Py S vol el L g v [Bt TV IZ 5e) T M 53 et (6
8% _ _,2%uwdu w3 fou) 05 fofw) 92 f3%a) 83 [aZa)
ae? 3t2 3% 3t ax {at Y 3x a2 x2 at?J ¥ 53 et
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The x derivative terms in Egs. (5~7) are computed by Fourier methods. Let
U(k,t) be the finite Fourier transform of u(x,t) defined over the computational do-

main D. The 2P order derivative of u{x,t) is given by

e .
= E: (ik)” U(k,t) exp(ikx) (8)
K k
where 1 = (-1)1/2 and the summation in (8) is carried out for all wave numbers k
which can be represented over the computational mesh without ambiguity. This method
of computing the space derivatives gives results which are substantially more accu-

rate than those obtained from finite difference expressions.
In order to satisfy the conditions expressed in Eq. (2), the principle domain

D= {x; 0<x <L} )]
is partitioned into two subdomains

D =Dy + Dy
as shown in Figure 1. Here D; is the true computational domain over which new u val-
ues are computed. The values of u over Dy are fixed and are being kept constant
throughout the entire computation. The unique purpose of Dg is to provide a smooth
transition between the two end points of D and to assure periodicity over D. This

configuration permits the computation of the space derivatives of u by the Fourier

method outlined above.

Af D
DO ot D1
2.0 + L et + 4 4 + ;
v = 0.1
1.6 1 g o= 1.0
Hx = 0.5
1.2 + A
U v w\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\
0.8t v
0.4 )
0 -+ + + 4 + + 1 +
o) 20 100 120 140 160 180 200 220 240 256
Distance
Figure 1. An oscillatory wave solution of the Korteweg~de Vries—Burgers

equation at t = 653.
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Our numerical results confirm that for any initial condition satisfying Eq. (2)
the solution of Eq. (1) evolves asymptotically into a steady state shock wave with
the predicted monotonic or oscillatory profile.18 The dispersion parameter was set
¥ =1 in all cases with u; = 1 and u: = 0. Under these conditions the theoretical
speed of propagation is unity, i.e., ¢ = 1. Figure 1 shows an oscillatory profile,

v = 0.1, as it evolved from a step function, Eq. (3), after 65 time units. The com-
putations were done with time step At = 0.005. The speed of propagation of this wave
at this point is ¢ = 0.994. 1In Figure 2 we show the profiles of a mildly oscillatory
case, v = 0.5, at different times. The speed of propagation of this wave at t = 50
is ¢ = 0.997. The evolution of a monotonic shock wave is shown in Figure 3. Note
that the initial conditions are somewhat different from a step function in that
u(x,0) = 1.2 for 160 < x < 200. The speed of wave propagation in this case (v=6) was

¢ = 0.998. The space and time increments were Ax = 2 and At = 0.02.

1.2 1 /\ v=0.5
Ot #= 1.0
v Ax = 0.5
0.8 +
U
O 25 50
0.4
0 + + t + +
100 120 140 160 180 200 220 240 256
Distance
Figure 2. Evolution of a mildly oscillatory wave solution of the KdVB

equation. The time separation between plots is 25 time units;

the numbers on the curves are values of time.

These numerical results demonstrate the feasibility of the ASD method for the
numerical solution of nonlinear partial differential equations with other than peri-~
odic boundary conditions. It should be noted that the coefficients u and v need not
be constants. The numerical method outlined above can be applied to problems whose
coefficients are functions of x, i.e., u = u(x) and v = v(x). We found considerably
better agreement between exact and computed speeds of the wave propagation for the
Burgers equation!? than for the KdvVB equation. The most probable cause for this is
the presence of the third derivative term whose computation may result in more round-

off errors.
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.

o

Figure 3. Evolution of a monotonic wave solution of the KdVB equation.
Time separation between plots is 20 time units; the numbers

on the curves are values of time.

III. ELECTROSTATIC OSCILLATIONS IN UNMAGNETIZED PLASMAS

The system of equations under consideration consists of the Vlasov equation for
the electron distribution f(x,v,t),

O | BE g 3E

(
e - Y ox 3v 0 (10)

and the Poisson equation for the electric field E(x,t)

3E

f
8x='z'"jfdv (11)

These equations are written in dimensionless units.! The basic unit of time t and
velocity v are the reciprocal of the plasma frequency (u)p)'l and the mean thermal
velocity vi. Length x is measured in units of the Debye length. The equilibrium

electron distribution in all our computations is Maxwellian, i.e.,

£o(v) = (2m)

[N

exp(~ %’Vz} (12
and the initial condition for the electron distribution is

f(x,v,0) = fo{v) (1 + a cos k x) (13)

where k is the wavenumber and o is the initial perturbation amplitude. The initial

electric field amplitude is
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. (14)

~le

Eg =
afg
v
This procedure gives the well known result that the amplitude of the wave damps as

One can linearize Eq. (10) by holding g% constant |i.e., replacing %%-by 1,27
exp(yt) where the Landau damping coefficient is determined by the wavenumber k.® On
the other hand, if we linearize Eq. (10) by holding the amplitude of the wave constant
(i.e., replacing E(t) cos(kx - wt) by Eg cos (kx — wt)), we find that the distribution
function is strongly modified in the resonant region. The time scale for this modif~-

ication is the oscillation period for the resonant electron in a trough of the wave
(15)

where wp is the bounce frequency. > ?:27 According to this analysis, which is valid
when [y1] << 1 and also when Ej << 1, the electric field damps according to the line-
ar Landau theory for times less than 1. For times greater than the bounce time T

there is an oscillatory modulation of E(t) with period of the order of rt.

According to a recent numerical study7 using the Fourier-Hermite method! the
critical value yt * 0.5 separates the oscillatory (yt < 0.5) from the monotonically
damped behavior (yt > 0.5) of the electric field. However, the numerical simulation
of the oscillatory behavior for one complete cycle (or longer) of the modulating fre-
quency proved to be computationally unfeasible with the Fourier-Hermite method. We
shall present in this paper results obtained by the ASD method in which the above de-

scribed oscillatory behavior is clearly observable.

The numerical method used for the solution of the Vlasov-Poisson system of equa-
tions is a third order ASD method, which is similar to the one described for the Kd4VB
equation. The electron distribution function is advanced by approximating f£(x,v,t+At)

from f(x,v,t) by means of the expression

L f(x,v,t) (At)z

!
atl 2!

3
£(x,v,ttht) = 3. 2 (16)
=0

The time derivatives in Eq. (16) are obtained from Eq. (10) by means of successive

differentiation, i.e.,

af _ 3 3f

st T T Vo tEa an
26 3 faf 2 [af] | 2E [af

ae2 - 7V (Bt} *Ea [atJ * 5t {8\7] (18)
33 3 a2 3 [aZf 3E 3 [af 328 of

el TV ek (atzJ * v {stz 3t v {3t 3t 3v 19

The derivatives with respect to x and v are computed by using finite Fourier trans-

12

form methods. The electric field E(x,t) and its derivatives with respect to t are

obtained from f(x,v,t) and its time derivatives, Eqs. (17) and (18). This we do by



44

using standard Poisson solver techniques.l’s’22

In the first example considered here the amplitude of the perturbation is very
small, a = 0,001, In this case yT = 4.85 and the electric field undergoes exponen-

tial damping until © = 55 as shown in Figure 4. After a short transition region an
approximate recurrence of the initial state can be observed at t # 75. This apparent
explosive growth of the electric field was sometimes mistaken for beaming instabil-
ity, a physical phenomenon,21 It was shown recently that the reason behind this
phenomenon is entirely numerical, which is related to the velocity resolution of the
numerical procedure.® The above computation was performed by using an 8 x 64 grid to
represent the (x,v) phase plane with time step At = 0.05. When the same computer ex-
periment was repeated over an 8 X 256 grid, oscillation frequency and damping rate
obtained from the numerical output averaged over the peaks from t = 4.7 to t = 26.9
were w = 1,417 and -~y = 0.1537, respectively. The exact values obtained from Lan~-

dau's dispersion equation are w = 1.416 and -y = 0.1534.

16 - : ; : :
14

k = 0.5
12 a = 0.00

tog |El {Arbitrary Units)
ol

6
4 .
2
0 , ' '
0 10 20 30 40 50 60 70 80 30 100 110 120
; -1
Time (wy')
Figure 4. The numerical solution of the Vlasov equation for Maxwellian

distribution shows the classical linear Landau damping. The
explosive growth at t = 70 is the recurrence of the initial

state due to aliasing effects in velocity space.

In Figure 5 we show the results of a nonlinear problem characterized by the pa-

=

rameter values k = 0.5, o = 0.1. TFor this case yt = 0.485. We compared these results



45

with those obtained from the Fourier-Hermite method. We found a three significant
figure agreement in the peak values of the electric field obtained from these two
methods up to t = 35. There is a minimum value of the wave amplitude at t ~ 56 after
which a slight growth can be observed, indicating that the value vyt = 0.485 is close
to the critical value. In the Fourier-Hermite code we used 1200 Hermite terms and
three Fourier terms. In the ASD method we used a 16 x 128 grid which assures about
twice the resolution in both x as well as in v. The third order ASD method was found
2,35 times faster. Thus for comparable space and velocity resolution in this range
the third order ASD method appears to be an order of magnitude faster than the

Fourier-Hermite method,

log |El (Arbitrary Units)

e} + + + + + + + + +
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time (wp)

Figure 5. Electric field versus time for a nonlinear wave.

In Figure 6 we show the results of a strongly nonlinear problem. The parameter
values are k = 0.5, o = 0.3, and vyt » 0.343. The oscillatory behavior of the modu-
lating envelope over these oscillations is observable showing a good qualitative

agreement with theoretical predictions.
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Figure &, Electric field for a strongly nonlinear wave.

Iv. ELECTROSTATIC OSCILLATIONS IN A MAXWELLIAN MAGNETO-PLASMA

In this section, we shall consider longitudinal electrostatic waves in a warm
magneto-plasma. We assume an infinite colli§?nless Maxwellian plasma with an ex-
ternally applied uniform magnetic field B. There is no damping for waves propagating
at right angles to the magnetic field. These waves, first predicted by Bernstein,®
are restricted to passbands associated with the harmonics of the electron cyclotron
frequency mc.z For this reason they have been referred to as Cyclotron Harmonic
Waves (CHW). Computer simulationsof these waves were carried out by using particle
methods. 11516 Particle simulation models are subject to fluctuations which interfere
with externally excited small amplitude perturbations. For this reason the particle
models permitted only the observation of the undriven Bernstein modes obtained from
the fluctuations of the computer plasma‘“’16 Here we shall consider electrostatic

oscillations excited by means of small amplitude perturbations similar to those in

the previous section.

If we assume that B is directed along the z axis and all quantities to be func-
tions only of the spatial dimension x, and the velocity dimensions v, Vs the Vlasov-
Poisson system can be written in dimensionless variables as

A C S v _i__v_aé_] (20

+ v
3t X 3x Bvx 4 3VX b4 QV}T
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o1 [roa (21)

where w, is the cyclotron frequency.

The numerical method followed here is the same (3rd order ASD) as in the previ-
ous section generalized to include three phase space variables. The equilibrium dis-~

tribution function used is

- -1 L2 2
fo(vx,vy) = (27) exp[ 3 (vX + vy)J (22)
and the initial condition for the electron distribution is

f(x,vx,vy,O) = fo(vx,vy) (14 o cos k %) (23)

where k is the wavenumber of the longest wave and the perturbation amplitude was set

a = 0.001.

The time behavior of the electric field amplitude is characterized by steady,
undamped oscillations. These oscillations are not monochromatic, and therefore, the
E vs. time plots are not very informative. After accumulating the E values (i.e.,
its first spatial Fourier coefficient) over 4096 time steps, the Fourier transform of
the time sequence was found and the spectrum was computed. The spectrum of a repre-
sentative spatial mode is shown in Figure 7. The position of peaks indicatesfrequen-
cies at which cyclotron harmonic waves can propagate. We compared these values with
those predicted by small amplitude perturbation theory,2>ll and found that they agreed

within 1% expressed in units of Wee

w, = O.5u¢

IE! {Arbitrary Units)
w

JL,HWJL .

0 ! 2 3 4 5 6
Frequency in Units of w,

Figure 7. Spectrum of longitudinal oscillations in a magneto-plasma.
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V. CONCLUSIONS

In this paper we demonstrated that ASD methods can be applied with success to
fluid flow type problems, i.e., problems in which the convective term plays z domin-
ant role. Our results from the numerical study of the KdVB equation suggest that the
method is well suited to nonlinear partial differential equations with shock~like so-—
lutions. From these results it is also clear that periodic boundary conditions are
not prerequisites for these methods. The only purpose of the finite Fourier trans-
form algorithm is to compute the space derivatives efficiently. It is quite conceiv-

able to think of situations in which other (than Fourier) techniques are preferable.

According to our experience, the ASD method in plasma computations proved to be
superior to the Fourier-Hermite method! or to finite difference methods.® The compu-
tation of strongly nonlinear problems (e.g., the one shown in Figure 6) with the
third order ASD method requires about one tenth of the CPU time required by the other

numerical methods in order to attain similar overall accuracy.

ACKNOWLEDGMENT

The author wishes to express his thanks to José Canosa for many valuable sugges-

tions.

REFERENCES

1. Armstrong, T.P., Harding, R.C., Knorr, G., and Montgomery, D. Methods in Compu-
tational Physics, 9, pp. 30-84, Academic Press, New York (1970} .

2. Bekefi, G. Radiation Procegses in Plasmas, p. 238, Wiley, New York (1966).

3. Berk, H.L., and Roberts, K.V. Methods in Computational Physics, 9, pp. 87-134,
Academic Press, New York (1970).

4, Bernstein, I.B. Phys. Rev., 109, p. 10, {(1958).

5. Canosa, J., Gazdag, J., Fromm, J.E., and Armstrong, B.H. Phys. Fluids, 15, p.
2299 (1972).

6. Canosa, J., and Gazdag, J. Proceedings of the Sixth Conference on Numerical
Simulation of Plasmas, Berkeley, California, p. €9, July 16-18, 1973.

7. Canosa, J., and Gazdag, J. Asymptotic Behavior of Nonlinear Vliasov Plasmas,

submitted to Phys. Fluids.

8. Canosa, J., Gazdag, J., and Fromm, J.E. The Recurrence of the Initial State in
the Numerical Solution of the Vlasov Equation, submitted to J. Comp. Phys.

The experimental computer programs were developed for research purposes only and
are not available outside IBM.



10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

i7.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

49

Davidson, R.C. Methods in Nonlinear Plasma Theory, Academic Press (1972), Chap-
ter 4,

Fromm, J.E. IBM J. Res. Dev. 15, p. 186 (1971).

Gazdag, J. Proc. Fourth Conference on Numerical Simulation of Plasmas, Washing-
ton, D.C., p. 665, Nov. 2,3, 1970.

Gazdag, J. Numerical Convective Schemes Based on Accurate Space Derivatives, to
be published in J. Comp. Phys.

Gazdag, J. Proceedings of the 1973 Summer Computer Simulation Conference, Mon-
treal, pp. 40-45, July 17-19, 1973.

Gazdag, J., and Canosa, J. Numerical Solution of Fisher's Equation, to be pub-
lished in the J. of Applied Probability.

Gazdag, J., and Canosa, J. Proceedings of the Sixth Conference on Numerical
Simulation of Plasmas, Berkeley, California, p. €8, July 16-18, 1973.

Gitomer, S.J. Phys. Fluids 14, p. 2234 (1971).

Grad, H., and Hu, P.N. Phys. Fluids 10, p. 2596 (1967).
Jeffrey, A., and Kakutani, T. SIAM Review 14, p. 582 (1972).
Johnson, R.S. Phys. Fluids 15, p. 1693 (1972).

Johnson, R.S. J. Fluid Mech. 42, p. 49 (1970).

Lewis, H.R. Phys. Fluids 15, p. 103 (1972).

Morse, R.L. Methods in Computational Physics, 9, pp. 213-239, Academic Press,
New York (1970).

Orszag, S.A. J. Fluid Mech. 49, p. 75, Part 1 (1971).

Orszag, S.A. Stud. in Appl. Math. 50, p. 293 (1971).

Orszag, S.A. Stud. in Appl. Math. 51, p. 253 (1972).

Richtmeyer, R.D., and Morton, K.W. Difference Methods for Initial-Value Prob-
lems, Interscience Publishers, Second Edition (1967).

Sagdeev, R.Z., and Galeev, A.A. Nonlinear Plasma Theory, (Revised and Edited
by T.M. 0'Neil and D.L. Book), W.A. Benjamin, Inc., Chapter II (1969).




NUMERICAL SIMULATION OF THE TAYLOR-GREEN VORTEX

Steven A. Orszag
Department of Mathematics
Massachusetts Institute of Technology
Cambridge, Massachusetts, 02139 U.S.A,

INTRODUCTION

In a classic paper, Taylor and Green {1937} considered the
dynamical evolution of a model three-dimensional vortex field in
order to clarify the dynamics of turbulence. The Taylor-Green vortex
illustrates in a relatively simple flow the basic turbulence decay
mechanisms of the production of small eddies and the enhancement of
dissipation by the stretching of vortex lines. It has also proved
exceedingly useful for testing numerical and perturbation methods,
as discussed later in this paper.

In the Taylor-Green vortex, the initial physical-space velocity

field is
vl(xl,xz,x3) = cos X, sin X, COS X, {la}
vz(xl,xz,x3) = - sin x; COS X, COS X, {1b)
v3(xl,x2,x3) = 0 , (1c}

where we have shifted the origin of Xg by % 7  from the initial
conditions chosen by Taylor and Green for convenience in developing
a numerical method (see below). The initial vorticity field

- > -+ .
w =V x v 1is

. i e ad ,
wl‘xl;kz,x3} sin %, cos x, sin x4 {2a)
mz(xl,xz,x3; = - cos xq sin x, sin x, (2b}
w3(xl,x2,x3) = - 2co0s X, COS X, COS X, (2¢c)

Although the streamlines of the initial velocity field (1) are the

planar curves coOS X, COS X, = const 1in the planes Xy = const, the

flow that develops from (1) is three-dimensional. The initial vortex
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lines are the curves sin xl/sin %, = const, sinzxl cos X3 = const
so they are twisted and may induce a velocity field to stretch
themselves. In fact, since WV is initially nonzero such
stretching does take place. Also, since the initial value of
v x 3)3 is nonzero, a nonzero component Va develops after the
initial instant and the field becomes truly three dimensional. The
Taylor-Green vortex is perhaps the simplest example of self-induced
vortex stretching by a three-dimensional velocity field.

The dynamical problem is to solve the Navier-Stokes equations

for incompressible flow

> >
WL L 3G 0TG- - & + 5 vV (3)
Ve¥(x,6) =0, (4)

where p(?,t) is the pressure (normalized by the density) and R is
the Reynolds number, subject to the (incompressible) initial
conditions (1). The boundary conditions on $(§,t) are implicitly
taken to be periodic, §{§+2w§,t) = §(§,t) where 1 has integral
components, because these are maintained in time evolution by (3),
(4). The pressure field in (3) is effectively a 'Lagrange multiplier’
that ensures compliance with the incompressibility constraint (4):
the pressure may be eliminated from (3} by taking its divergence
and applying (4).

Taylor and Green (1937) investigated the evolution of their
vortex by developing a perturbation solution to (3), ({(4) in powers
of the time t. They found that the mean-square vorticity
Qt) = ;7, where the overbar indicates an average over a
pericdicity cube, is given by

a) =3 1= 58 p it - G4 3 B
R R

(5)

* (g * 2w et w0
. 9.16R R
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The dynamical significance of Q(t) is that, with periodic boundary

conditions, Q{t} is related to the rate of kinetic energy decay

e{t) by e{t} = - %E % v2 = % 8 {(£). It is clear that finite-order

truncations of the series (5) cannot remain valid as t ~ « (since
@~ 0 as t - =), Examination of (5) suggests that, as R » «, the
perturbation series in powers of t diverges for t > 3.

Goldstein (1940) investigated the evolution of the Taylor-

Green vortex by developing a perturbation series in powers of the

Reynolds number R. He found
2

Qlt) = % [e—ﬁt/R B 284 (e“Gt/R B ZOe—th/R + 35e—l4t/R . l6e~l6t/R)
+ R4(,_._.4i}‘.(_).5.. e_Gt/R L I B .--] (6)

635830272
Notice that {6} is a more inclusive series than (5) in the sense that
each term of (6) is a resummation of an infinite number of partial
terms of (5); on the other hand, each term of (5) derives from only
a finite number of terms of (6). Also, notice that finite order
truncations of {6) do not have the secular behavior exhibited by
truncations of (5} as t -»». However, examination of the displayed
terms of (&) suggests that for t/R » 1, perturbation series in
powers of R diverges for R > 20.

Neither perturbation series in powers of t mnor R can
describe the evolution of the flow field for large t or R. In
this paper, we study the Taylor-Green vortex by numerical solution
of the Navier-S5tokes equations. In addition to the fundamental fluid
dynamical interest in the development of the Taylor-Green vortex,
the flow is a most convenient one on which to debug and perform tests
of sophisticated three-dimensional numerical hydrodynamics simulation
codes. The present results were obtained by a very efficient and
accurate method that is highly specialized to the Taylor-Green vortex

and so not generalizable to a wide variety of flows. HNevertheless,
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the present results have proved most useful in validation tests of

a variety of more general simulation codes(Orszag and Patterson 1972}.

NUMERICAL METHOD
The Navier-Stokes equations (3), {4) are solved by finite
differences in t (using a second-order Adams-Bashforth scheme on
the advective terms and Crank-Nicolson implicit differencing on the
viscous terms) and a spectral (Fourier expansion) method in space.
Because of spatial periodicity, the velocity field is expansible as

> > > i%w?&

Vi, t) =] Uk, t)e (7)

where X has integral components. The flow that develops from the
initial conditions (1) has several symmetries and invariances that
may be used to reduce the number of independent components in (7).

These symmetries and invariances are

V(XY = =V(-%) (8a)
vi(xl,xz,x3) = rivi(xl,xz,wx3) (8b)

vz(xl,xz,x3) = vl(x2,~x1,x3), v3(xl,x2,x3) = V3(X2,-Xl,x3) (8¢}

Vi(xl'XZ'x3) = tivi(xl M, T - Xy, xg + ) (84d)
where repeated latin indices are not summed, ry=r, = tl = t3 =1,
r, = t2 = -1, and

Ak =0 (8e)
unless kl = k2 = k3 (mod 2). These relations are not all

independent. For example, (8c), which states invariance of the
flow under 90° rotations about the x3~axis, applied twice gives
v3(—xl,—x2,x3) = v3(xl,x2,x3) which also follows from (8a) and (8b).
The properties (8) imply that the velocity field of the Taylor-Green

vortex is representable asg
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vy (xl,X2,x3)
vz(xl,xz,XB)

v3(xl,x2,x3)

aéi; cos[(2m+1}xl]sin{{2n+l)x2)cos{(2p+l)x3}
= ) aéi; sin[ (2m+1)x;]cos [ (2n+1)x,]cos [ (2p+1)x,]
S N sin[ {2m+1)x, ]sin[ (2n+1 in[(2p+l
mnp 3 {2 %y sin{ {2n+ §x2131n{( p+ )x31
b1 gin[2mx, Icos [2nx.,]cos [2px, ]
mnp 1 2 b3
+ p!2)

mnp cos[2mxl]sin£2nx2]cos[2px3] (9)

(3) . :
bmnp cos[mel]cosl2nx2151n[2px3]

In order to obtain a finite approximation to V¥, we truncate
the series (7} to the region -K < ka < K, ¢« = 1,2,3 denoted by
ifig} < K, and apply the Galerkin procedure to get the equations
{Orszag 1971}

o

< k
S+ Kyu (0 = -i - 2Y B &

g + 7y, (K0 kg (8, =) N g N ug (P, t)u (q,t) (10)
pt+g=k

1511, lal|<x

P

where repeated Greek indices are summed and the pressure has been
eliminated by means of the incompressibility constraint.

An efficient algorithm for computing the right-hand side of
{10) has been devised {Orszag 1971). It involves 12 real or
conjugate symmetric discrete Fourier transforms on K x K x K points;
the Fourier transforms are performed by the fast Fourier transform
algorithm in order K3log2K arithmetic operations. This transform
method for the Taylor-Green vortex makes egssential use of all the
gymmetries (8); without (8), the most efficient transform method

for evaluation of the right-hand side of (10}, which is the
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pseudespectral method (Orszag 1971), would require 9 real or
conjugate-symmetric discrete Fourier transforms on 2K x 2K x 2K
points or roughly a factor 6 more work than involved in the Taylor-
Green vortex. Another advantage of the spectral method just
described for the Taylor-Green vortex is that it allows great re-
ductions in the amount of computer storage necessary with a given
spectral cutoff or spatial resolution Ax = n/K. In fact, the
property {(8e} alone gives a factor four reduction in the necessary
storage space. Details on all the transform methods mentioned above
are given elsewhere (Orszag 1971).

The spectral method discussed here has several important
advantages over more conventional finite difference techniques
(Orszag and Israeli 1974). For the Taylor-Green vortex, the spectral
results are infinite-order accurate, i.e. errors go to zero faster
than any finite power of 1/K as K + «, in contrast to the finite
order accuracy of difference schemes. The rapid convergence of the
spectral results translates into more accurate simulations at finite
resolution. In the 5-10% error range, spectral simulations require
roughly a factor two less resolution in each space direction than
finite-difference approximations or a factor eight fewer degrees of
freedom [even without the symmetries (8)] in three dimensions. At
higher accuracy, the advantages of spectral schemes are more
pronounced. With K = 16 or 32,768 Fourier modes to represent each
component of the velocity field, the present spectral method requires

0.6s per time step on a CDC 7600 computer.

RESULTS
In Fig. 1, we plot the evolution of Q(t) at R = 200
determined by perturbation series in t truncated at t5 {curve 1},

perturbation series in R truncated at R4 (curve 2), and numerical
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simulation with spectral cutoff K = 16 {curve 3). In the absence
of the nonlinear terms of the Havier-Stokes equations Q(t) < Q(0),
so that the enhancement of mean square vorticity observed in Fig. 1
is a measurc of the strength of the nonlinearity. In Fig. 2, a
similar plot is made for R = 300. Additional tests and comparisons
between runs of varying spatial resolution indicate that the numerical
simulation results should be accurate to within 2% at R = 200 and
5% at R = 300. An indication of the magnitude of the Reynolds
number R is given by the relation RA = ,372 R at t = 0, where
R is the Reynolds number based on the Taylor microscale (Batchelox
1953). Thus, at R = 200, R, =74 at t =0 and R, = 26 at

A A

300, RA = 112 at t = 0 and RA = 37 at

should be compared with laboratory wind-

t = 6, while at R
t = 6. These values of RA
tunnel experiments on grid-generated turbulence which are generally
performed in the range RA = 25-50.

It is apparent from Figs. 1 and 2 that perturbation expansion
in powers of t 1is at least as good as that in powers of R at
these Reynolds numbers, despite the more inclusive nature of the R
expansion. Nevertheless, both expansions are woefully inadequate
to describe either the large t behavior or even the variation of
the maximum of Q{t) with Reynolds number.

The variation of §(t) with Reynolds number relates indirectly
to the effect of Reynolds number on large scale structures in the
flow since e{t) = % Q(t). If Q(t) is asymptotically proportional
to R {for t Dbeyond some initial relaxation period) then e{(t) 1is
Reynolds number independent. Some support for this behavior is
given by the results shown in Fig. 3. Here e(t) is plotted as a
function of © for R = 100-400, the simulation with R = 400
being only moderately accurate.

It appears that, as R » », ¢(t) approaches a finite limiting

function g,(t) [probably with the property that ex{t) = 0 for
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t < t,, [where t, is the time at which (t) becomes infinite at
R = w], This result is extremely important as it demonstrates a
large scale feature of the flow that is asymptotically Reynolds
number independent. If all large scale features of turbulent flows
are Reynolds number independent then it is possible to simulate large
scale flow features of very high Reynolds number turbulence when the
Reynolds number of the simulation {(and, hence, the required resoclution}
is quite modest (cf. Orszag and Israeli 1974).

In Figs. 4 and 5, we show contour plots of vy and Vs
respectively, at +t = 3.5, R = 100. These plots illustrate the

character of the flow that develops from the initial conditions (1).

In Fig. 6, we show the evolution at R = 200 of

(lla)

D3/DL = Jk*|uy ()2 [x%|uy (B) |2

E3/EL = Jluy0) %/ u ) ]2, (11b)

which are, respectively, neasures of the anisotropy of energy
dissipation and energy. It is apparent that energy dissipation
approaches a state of near isotropy for t = 4-16, while the kinetic
enerqy itself is always far from isotropy. This result is consistent
with ideas of turbulence theory on local equilibrium of small-scale
eddies. As first proposed by Kolmogorov (Batchelor 1953), small
eddies [which dominate dissipation because of the factors k2 in
(11a}] should approach isotropy and equilibrium in a time much
shorter than the overall decay time of the turbulence. On the other
hand, large eddies [which dominate the kinetic energy] evolve in the
same time scale as the overall decay proceeds and no strong tendency
to isotropy should be observed.

Finally, we remark that, as t » =, the flow decays to a form
proportional to the initial conditions (1) which is very anisotropic.
At late times, Ry is very small and viscous dissipation dominates

the nonlinear terms in {3} so that the modes in (9) with the



Fig. 4 Contour plot of v, at t = 3.5, R = 100 in the plane
1

Xy = w/4. The contour labels are 100vl.



62

V3

PN T L BLUNVARIRU
10 ‘éb\\»“,,d//[ !/ \ -

(;)‘(\
I T 0 T O T R O W N Wt

|

{

=9
(N}

2
| i I\J

Contour plot of Vs at t = 3.5, R = 100 in the plane

Xy = /4. The contour labels are 100v3



0.8

0.6

04

0.2

I ! I
R=200
| E3/E!I
2 D3/Dl

Fig. 6.

Anisotropy ratios of kinetic energy and dissipation

versus

t

at R = 200.

20




64

smallest wavenumber, and hence smallest rate of viscous dissipation,
dominate the flow. The smallest wavevectors allowed to have nonzero
amplitude by the selection rules (8) are k = (#1, t1, zl1). The
symmetry condition {8c) applied to the terms due to these kK in the
expansions (9} implies that v is proportional to its initial value
{1} as t » =, The net effect of nonlinearity in the Navier-Stokes
equationsg is to speed the decay of {1); in the absence of nonlinearity;
v would be forever proportional to (1) with amplitude e-3t/R
[giving the RQ term in the Reynolds expansion (6})].

This work was supported by the Atmospheric Sciences Section,
National Science Foundation under Grant GA~38797. The computations
were performed on the CDC 7600 computer at the National Center for

Atmospheric Research, Boulder, Colorado. The author would like to
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INTRODUCTION

Les &tudes sur les plasmas sont extrémement nombreuses et concer—
nent des domaines tr&s divers : Astrophysique, Fusion thermonucléaire
ContrBlée, problZmes de l'espace, générateurs magnétohydrodynamiques,
chimie des plasmas etc... Il ne peut 8tre question de les présenter
toutes ici, méme si 1'on se limite aux plasmas tr&s chauds (température
de l'ordre de quelques dizaines de millions de degrés). Aussi avons
nous choisi d'exposer un certain aspect du probléme : Celui 1ié aux
plasmas de tr&s hautes températures que 1l'on désire obtenir en fusion
thermonucléaire Contrdlée. Autour de ce thi3me nous allons essayer de
décrire les équations et les méthodes utilisées (de plus en plus numéri-
ques) pour obtenir les renseignements nécessaires 3 la compréhension,
la fabrication et l'entretien de ces plasmas.

QUELQUES ELEMENTS DE LA FUSION THERMONUCLEAIRE CONTROLEE ﬂ/

La fusion thermonucl@aire repose sur la réaction bien connue entre
certains isotopes de l'hydrogdne au cours de laquelle une fraction de
masse des &léments en collision est convertie en énergie. Par exemple,
la réaction entre le deutérium et le tritium donne naissance 3 1'hélium
4, un neutron et un dégagement d'énergie de 17,6 MeV suivant la formule

D+T-—92H: + n o+ 17,6 MeV
Ce type de réaction peut donc €tre utilisé pour la production d'énergie
et plusieurs laboratoires dans le monde travaillent pour maitriser cette
réaction. Le probléme consiste 3 &lever la température de 1'hydrogine
suffisamment haut pour vaincre la barridre de répulsion €lectrostatique
Coulombienne, clest~3i~dire quelques centaines de millions de degrés.
Une telle haute temp8&rature doit ensuite &tre maintenue suffisamment

longtemps pour que la réaction de fusion ait une forte probabilité de

se produire.
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Une mé&thode pour résocudre ce probl2me est d'opérer avec de 1'hy-
drogéne & 1l'état de "plasma" (gaz totalement ionisé) et de "confiner"
ce plasma par un champ magnétique. Un plasma est dit "confiné&" quand il
est isolé de toute paroi matérielle par l'action d'un champ magnétique.
Les particules chargées ont un mouvement tel que leurs trajectoires ne
rencontrent aucune paroi matérielle. Le plasma ainsi confiné doit 8tre
chauffé jusqu'd la température d'igrnition et maintenu chaud suffisamment
longtemps. De plus la densité du plasma doit &tre assez élevée pour
obtenir un nombre appréciable de réactions de fusion par unité de temps.

Le calcul montre que 1l'objectif 3 atteindre est un plasma de températu-

re de 10 KeV, de densité n, confiné pendant un temps 1CE tel que

-3
M, T =10 ¢tmwm. S

Un des appareils de confinement le plus prometteur semble &tre

actuellement le TOKOMAK dont le principe est trés simple (Fig. 1)

Champ FPolotdal

P

imdwt N chawmp fmo.gméthm
R totoidat
fanol -, _ Couramk efectrique
Lloswa -

Fig. 1 : SECTION D'UN TOKOMAK
ET- SN

Un tore est initialement rempli d'hydrogéne. Un courant &lectri-—
que est induit dans le gaz, en utilisant 1'anneau de gaz comme le cir-
cuit secondaire d'un transformateur. Ce courant joue trois rdles : la
création du plasma par ionisation du gaz initial, le chauffage du plas-
ma par effet JOULE et le confinement du plasma par 1'action du chanmp

magnétique poleidal induit par le courant. Pour raison de stabilité,

le plasma est aussi soumis & un champ magnétique longitudinal trés
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fort {(quelques dizaines de kilogauss) c¢ré& par un enroulement convena-

ble de bobines autour du tore.

POSITION DE QUELQUES PROBLEMES

L'étude d'un plasma confiné comme précédemment souldve un certain
nombre de probl3mes tels que 1'équilibre, la stabilité vis~-3-vis de dif-
férents types de perturbations, la méthode pour réaliser une forme don-
née de la section du plasma, 1'&volution spatio temporelle du plasma
etc... Le traitement math&matique exact de tous ces problémes &tant hors
de question, chacun de ces problémes exige une &tude particulidre et
conduit selon les cas & utiliser des modéles mathématiquement diffé~-
rents, en particulier selon 1'échelle de temps des phénoménes mis en
jeu et le degré de finesse nécessaire dans la description du plasma.
Malgré les simplifications souvent tré&s importantes que l'on est amené
4 faire, i1 est nécessaire de plus en plus de recourir aux méthodes

numériques pour prendre le relai des mé&thodes analytiques.

Cet exposé sera ainsi subdivisé en 2 parties traitant de deux
approches trés différentes du milieu plasma : dans la premiére nous
utiliserons une représentation fluide du plasma, utilisant plus ou
moins des résultats d'une 8tude plus microscopique. Dans la deuxiéme
partie, le plasma est vu sous son aspect particules chargées en mouve-
ment dans des champs &lectriques et magndtiques. Cet aspect a déja
€té trés développé analytiquement. Nous présenterons ici les méthodes

numériques qui se développent actuellement.

Les probldmes qui sont ainsi abordés ne sont pas spécifiques aux
plasmas de fusion, mais contribueront A &€claircir les questions de micro-
instabilités et de turbulence dans les plasmas et ainsi 3 mieux connaitre
les coefficients de transport qui jouent un grand rBle dans la qualité

des plasmas 3 haute température.
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I - ETUDES LIEES A L'ASPECT MACROSCOPIQUE DES PLASMAS. /2/

T

A) Equilibre et stabilité

Le systéme d'équations utilisé dans ce cas est appelé systéme
magnétohydrodynamique & 1 fluide 3 pression scalaire . Sans le justi-
fier ici, notons qu'il est adapté aux mouvements rapides du plasma

(étude de la stabilité) que 1l'on suppose adiabatiques. Ce systime

gs'écrit :

g -
i &N} e f%g - - a«xxd F de ITxB
-y e
® E-\-VXB “'?3-
(1) 3) }f—:—- din @V
< ¥
() -%—t““é’ ):’.D
-3 -5 -
5 anvB= 0 (GLFLO’C B=3J
- = 2B
§ @) Mot E=- 3%

(1) étant 1'Equation du mouvement (2) la loi d'Ohm généralisée(3) 1'é-
quation de continuité (ﬁ) la condition d'adiabativitd (5) (6) et (7)
les &quations de Maxwell.

e est la densité massique, V 1la vitesse du fluide, p la pression,
> - ] >
B et E les champ magnétiques et &lectriques, J la densité de courant,

K rapport des chaleurs spécifiques et "? la résistivité.

Dans le cas de 1'@quilibre, le systdme 3 &tudier s'écrit simple-

ment -

-dp
JxB = a"'“d‘ P
(=’ divB= 0

T- not®

Une premidre difficulté s'éléve : on n'a pu démontrer mathémati-
quement l'existence d'une solution de type torique de ce systéme, excep-

té en symétrie de révolution, qui est justement une des caractéristiques

des appareils TOKOMAK.
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Les solutions cherchées sont des surfaces & pression constante
en forme de tore emboitée ; ces surfaces sont appelées surfaces magné-
tiques car, comme 1l est visible sur ce systéme les lignes magnétiques
(et les lignes de courant) sont situées sur ces surfaces. En général,
ces lignes remplissent toute la surface mals entre ces surfaces exis-
tent des surfaces ol les lignes magnétiques se referment aprés un nom~
bre fini de grands tours et de petits tours autour du tore : ces surfa-

ces jouent un grand rdle dans la stabilité de ces &quilibres.
En symétrie de révolution, la solution générale de div B = 0

s'écrit

(8l
- ——
-

- -
%,__ge'f _e_‘f.xa:—:df"

4
—

i
-0
‘.3
[
o«
<
o~
o
Qo
&
o
o
1
A\ g

f et F sont des fonctions arbitraires de e et z, l'équation (!') impli~-

que p et f soit des fonction de F

F) p(F)
i I
| U p

f(F)
et la fonction F est déterminée alors par
1'équation :

R

8quation de type elliptique dé&finie lors-

4

Filg- 2 que les expressions (H) sont connues.
Elles sont en fait connues aprés 1'étude de 1'€volution du plasma dans
le temps jusqu'd 1'état d'équilibre (probléme que nous envisageons
ensuite). Cependant on peut chercher i définir les caract@res généraux
des &quilibres possibles pour des classes générales de fonction P(F) et

£(F), par exemple pg aFQ* bF + ¢ .FZ =uf(F2 +PF + X expressions qui

rendent (i2) lindaire. Ces études ont &té développées tant analytiquement
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que numériquement. Dans le cas linaire, on relie les comstantes (ab...)
3 des quantit&s physiques caractéristiques de 1'8quilibre telles que le

courant longitudinal T qui circule et la quantité

P 29 _ Tressiom Cimetique
=< B > Presscom magmetique

Les autres paramétres permettent de représenter diverses réparti-
tion de pression ou de densité de courant dans la section du plasma.
Toutes ces études montrent gue, pour une frontidre de plasma fixée, la
répartition des surfaces magnétiques est d'autant plus déformée que F

est élevég. (Fig. (3)).

M.A.
M.A.

(s) 77 Js)

C.A. C.A,
Figure 3
M.A : Axe magnétique C.A. : Axe central

Ces déformations quand elles sont trop intenses finissent soit
par changer la topologie du plasma, soit par confiner pratiquement 1'en-
semble du plasma dans une région restreinte de la surface totale ; ces
déformations extrémes ne sont pas acceptables et l'on est conduit &

définir un % maximum, qui dépendra de la répartition des courants,

de la pression mais aussi de la section du plasma.

Comme la recherche d'un fort F est d'une importance extrdme
pour la réussite des appareils de fusion thermonucléaire, on comprendra
1'intérét de rechercherparmi les &quilibres possibles ceux qui permet—

tent les ? les plus forts.

I1 existe plusieurs codes numériques, résolvant 1'équation d'équi-
q s q q
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libre {(12)en se fixant la forme extérieure du plasma et permettant une

recherche systématique des &quilibres souhaitables.

AL

Ces déformations peuvent aussi avoir des effets importants, en
bien ou en mal, sur la stabilité de ces &quilibres, ce qui nous améne

3 étudier cet aspect fondamental de la physique des plasmas.

STABILITE DES PLASMAS A RESISTIVITE NULLE

Les plasmas de fusion sont 3 haute température, donc la résistivi-

té (en T*3/2

) est trds faible. Une premilre approximation consiste 3
poser‘?x 6. (M.H.D. idéale). LecCad v # 0 conduit 3 d'autres types d'ins-
tabilités, moins dangereux, que l'on n'envisagera par ici. A cette ap-

proximation} 1'étude de la stabilité est en général abordée & 1'aide

du principe d'énergie. On envisage des petites perturbations autour 4’

un 8tat d'équilibre et aprés avoir lindarisé le systéme, on &tudie 1'évo-
lution dans le temps de ces perturbations, Soit g(r) le champ de défor-

mation du plasma. L'&quation des petits mouvements peut €tre &crirte:
s S
N§+U§:O
N et W sont des opérateurs symétriques.(N défini positif). Introduisons

la fonctionnelle suivante, qui représente l'énergie potentielle du

Wo < fouf > JE 0BT

on démontre {4){(f) que la condition nécessaire et suffisante de stabi-

systéme :

1ité est gue

w0

-
pour toutes les perturbations g compatibles avec les conditions aux
limites du plasma. On obtient 1l'expression suivante pour 8W.
3l - D X 3 . -
(3 W = %j&t{a_ 3 8 x T FP(Aio ) Giv §) F- qrad b ]
n est le vecteur unité normal aux surfaces magnétique (la surface exté-
) . - 3> >

rieure du plasma est une surface magnétique). Q = rot (gx B) est la

perturbation du champ magnétique. Cette expression suppose que la fron-
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tiére du plasma reste immobile. Comme nous aurons & envisager des plas-—
mas, loin de paroi matérielle, il faut traiter de fagon générale un
probléme 3 2 milieux - plasma et vide— certaines perturbations compor-
tent une déformation de la fronti&re du plasma et wune variation du
comment
champ &lectromagnétique dans le vide. Nous verrons par la suite /le
probléme d'équilibre peut &tre traité. Notoms ici que le principe d'éner-

gie s'étend 2 ce cas. On doit ajouter un terme JVJ qui s'obtient en

vide
calculant la perturbation du champ magnétique dans le vide : posons :
-> -
Q = rot A

2 . R .
Q est donné par la solution du problé&me suivant :

-
not(rot (M) =0 dans le vide
-> -> > 3 2P
n X A =-(m.§).'B sur l'interface
a
mxhAh =0 sur la frontiére extérieure.

Précisons que les propriétés &lectriques de cette frontidre exté-
rieure sont supposées telles qu'elle est imperméable aux perturbations
mais peut ne pas intervenir dans le problime de 1'équilibre plasma-vide.
On définira dans ce cas une fronti&re exté&rieure qui peut ne pas coin-

cider avec celle définie pour le probléme de stabilité.

(4) oW = prlwnmo,* S“Jwa,e. >

W = \_J 32
Vide™ 2 thedt ¢

PERTURBATIONS LOCALISEES ET NON LOCALISES.

Minimiser ce Sw est un probléme difficile, non entidrement résolu.
On est conduit 3 distinguer les perturbations localisées et les non lo-
calisées. Les perturbations localisées sont des perturbations qui sont
limitées au voisinage immédiat des surfaces magnétiques, ayant des gra-
dients locaux tr&s importants. Ces perturbations sont souvent stables,
mais dans le cas des plasmas, les perturbations localisées au voisinage
des surfaces avec lignes magnétiques fermdes conduisent 3 un critére

dit localis& tr&s sévdre. Ce critédre exige pour la stabilité de ces
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modes que

{351 & ?d?' z O sur toutes lignes magnétiques
fermées. /5/ /12/

f &tant une fonction des propriétés locales de 1'8quilibre. Opn cherche-
ra donc 3 calculer ce critdre numériquement pour chaque équilibre envi-
sagé. Ce critdre dépend fortement des propriétés de 1'&quilibre telles
que forme de la section torique, intensité et répartition de la densi-
té de courant, valeur de la quantité F. Ce travail nous permet en par-—
ticulier de connaitre les limitations en F que ce type d'instabilité

impose et ainsi nous oriente vers les configurations interessantes.

La difficulté dans 1'évaluation numérique de ces critéres tient
3 la tréds grande précision nécessaire dans le calcul des surfaces ma-
gnétiques. Au voisinage du centre de la configuration)en général domai-

ne le plus instable pour ces perturbations, des développements facilitrent

le calcul du critére. /g/

Pour les perturbations non localisées, il n'est pas possible
dtétablir un critére général de stabilité faisant appel explicitement
et uniquement aux grandeurs carvactérisant 1'équilibre. I1 devient domec
nécessaire dans chaque cas de déterminer si la forme quadratiqueJEJ
est ou non définie positive. Ceci n'est possible analytiquement que
dans des cas trds particuliers, et il est généralement néecessaire de

recourir au calcul numérique.

Précisons que par "non localisées” nous entendons en fait "régu-
1igres’™, c'est~d~dire 3 variation lente. Il en résulte que les pertur-
bations localisées et les perturbations non localisées n'épuisent pas

toutes les perturbations possibles.

Pour les applications au TOKOMAK, nous avons particularisé le

probléme comme suit., Tenant compte de la symétrie axiale de 1'&quilibre,

on peut décomposer la perturbation selon ses harmoniques azimutales,
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qui se trouvent entiBrement découplées dans 5w. L'harmonique zéro (per-—

turbation axisymétrique) jouera un rOle un peu particulier. Nous avons
Ben,
. , a . . s
supposé petits les rapports T et (a:dimension caractéristique de
T
la section du tore, R: grand rayon du tore ; Bm : champ méridien poloi-

dal; BT: champ toroidal). En fait, pour que le probldme ait un sens 3
la limite, il faut faire tendre ensemble vers z&ro ces deux rapports.

Nous avons supposé d'autre part que B,_ est constant (&quilibres & faible

T
pression). Nous ne traitons que les harmoniques basses. Dans ces condi-
tions, on peut montrer d'une part qu'on peut remplacer le tore par un

cylindre (périodique), d'autre part que les perturbations non locali=-

sées les plus instables sont celles dont la composante selon 1'axe du

-)

cylindre est nulle et qui vérifient divg = 0. (I1 s'ensuit que la com-—

%
posante de Q dans la mé@me direction est aussi nulle).

Soient x et y des coordonnées transversales méridiennes et z la
coordonnée longitudinale. Il est commode d'introduire un potentiel u ¢
-»> - -» -2 -3 >
(6 § = not (u efé)z 3molu. x €, (edévf:o)

-’
Dans le plasma, il en resulte que Q dérive du potentlel‘(
8= et (v, '
Q: r‘:Ot- L\)P 'b)
3 - - )(L
\p\p:’f).amolu =3 -amo}mu-\-B ied

Dans le vide Q derlve du potentiel w’ défini par
1

(';)q_z 'aax.)L\) =0

avec
&‘)V- L\) P sur 1'interface

WV 0 sur la frontigre extérieure

gw se réduit &

L
oW = j&'c (g’cao\ U{ >+ —jo\‘c a 8’&«& w X &'Lad, kﬂ-&» 1 dt(aaﬁq:)
f v

Dans le cas ou jz s'annule au bord du plasma, une intégration par par-
ties permet de ré&crire le second terme sous la forme ¢ 1

- 'C“'is E . 9ra =-—"j 4y [B. gea La B\t g(o
ThAT T w B gt - pfar SR Bt gl isl)
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B - -
ot F est le potentiel d'équilibre : E@n: Lot (F'E% }
En définitive nous obtenons SW sous la forme d'une différence de

deux formes quadratiques symétriques et définies positives

tw = S\u.uSw . . .
W, = —jdtigma w Vet j;dt;’-:az('?’—*i)arz‘-[‘adt(am%%)

3
TR
iwl____} AT (B . ngAu+lﬁés.§)

Enfin, 1'élimination de la variable z s'effectue, comme nous 1'avons
déja indiqué, par décomposition harmonique. Autrement dit, nous pren-
drons u sous la forme :

01 W= V(® y)Caky+W(x y)aimky

“% et \¥v auront des formes analogues.,

L'intégration en z pourra alors Stre effectuée. Les expressions
obtenues ne dépendent que de la distributiom du champ d'équilibre trans-
verse, plus un paramdtre unique sz. I1 est intéressant de normaliser
celui-ci en posant : i?

{}g) C‘ ‘Q % .ZT{‘ Bow
ol l'intégrale est effectuée autour de la frontiére du plasma. Le
"facteur de sécuritd" q représente alors le rapport entre le pas des

lignes magnétiques et la longueur du tore.

13 méthode qui a été utilisée consiste 24 chercher si le rapport
8“4//8\{1 peut ou non devenir inférieur & un. Pour cela on d&termine son
minimum. Dans l'approximation algébrique obtenue par discrétisation,
cela revient 3 calculer la plus petite valeur propre d'une matrice A
par rappport i une matrice B, A et B &tant symétriques et dé&finies
positives, autrement dit & calculer la plus grande valeur propre de
A—XB. La méthode de la puissance a &té mise en oceuvre, en procédant

par la surrelaxation par bloc pour tenir compte de la structure de A,

qui est tridiagonale par bloc.

Des irrdgularités numériques tendent & se produire au voisinage

des surfaces magnétiques résonantes ol les lignes magnétiques se refer-
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ment sur une période. Nous avons &liminé les solutions parasites en ra-
joutant & ) Wl un terme de régularisation contenant le carré de la déri-
vée normale de u. Cette étude bidimensionnelle a &té& entreprise pour
prévoir ce que deviennent les instabilités non localisées lorsque 1la
seg¢tion du plasma cesse d'8tre & peu prés circulaire, comme c'est le

cas dans les TOKOMAK usuels. En effet, dans l'hypoth&se circulaire on

se raméne & un probléme unidimensionnel par une seconde dé&composition
harmonique angulaire, et on peut déterminer assez aisément les domai-

nes d'instabilité des différents "modes".

Dans les exemples que mnous avons étudiés (section elliptique,
profil de courant d'allure paraboelique, enveloppe elliptique confocale)
nous avons trouvé que pour une méme distance relative de l'enveloppe,
ces domaines d'instabilité restaient sensiblement les mémes lorsqu'on
les exprimait en q?3Ce résultat est pratiquement intéressant, car il
permet de prévoir une limitation du courant &lectrique moins sé&vére
dans un plasma elliptique que dans un plasma circulaire. La considéra~
tion de l'harmonique zéro introduit cependant une difficulté nouvelle,
38 savoir la nécessité de stabiliser les déplacements du plasma dans le

sens du grand axe de la section, et ceci en placant une enveloppe conduc-

trice suffisamment proche.

EVOLUTION SPATIO TEMPORELLE D'UN PLASMA CONFINE DANS UN TOKOMAK

I = Equation de base

Pour cette €tude nous considérons le plasma comme un mélange de
deux fluides (électrons et ions) et nous nous proposons de décrire son
spatio
€volution/temporelle avec unm mod&le macroscopique. I1 s'agit d'un pro-

bléme de transport de masse et d'énergie régi par trois causes :

1) Les sources d'“8nergie et de masse. Le courant glectrique in-
duit chauffe par effet JOULE les électrons. Ceux—-ci transmettent une
partie de cette Energie aux ions par collision COULOMBIENNE. Par ailleurs,

un flux de gaz neutre venant de la paroi péndtre plus ou moins profon-
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dément dans le plasma et s'ionise par collision avec les &lectrons,

créant ainsi une source locale de masse.

2°) Les pertes d'énergie et de masse. Ces pertes sont soit de
surface {convections thermiques et fuite des particules par diffusion)

soit volumigques {(radiations, intéraction avec les gaz neutres froids).

3°) Les coefficients de transport. Ce sont principalement la
diffusion des particules, les conductivité&s thermiques des &lectrons

et des ions et la résistivité électrique,.

Une revue de travaux sur ce sujet est indiquée dans [30,417. La
plupart de ces travaux traitent le probléme en approximation cylindri-
que et se raménent 3 la yésolution d'un systé@me de 4 équations aux dé-
rivées partielles décrivant en fonction des variables radiale r et
temporelle t 1'&volution de 4 quantités caractérisant 1'@tat du plasma
n densité des électrons,Te température des é&lectrons, Ti température
des ions et J la densité du courant &lectrique. Un type d'un tel sys-—

téme de base est donné ci-dessous.

4

4 D
(19 %%—t-;,'-ﬁ('t'“v):%
2

S 3 L Ty(E ?}+ To«(T-T)+ S
[ol "“("m‘rc)*"‘f{'u{m(v.-\;mv*sze " e” i
fﬁ: et

(3 -t 2 (n(E Q.},a(—m—. +S
(&f}< FS_E.<_:{_N\’TL>_ TS rL(lT;f'ﬂ.V‘k L) e ;) 3
@3} 3- - :g_ iz_ {:Q—ﬁ2~ (“lsﬁi}

ot o
Ce systéme est fermé en donnant les expressions du filux des particules
(nv) des flux de chaleur Qe, Qi’ des termes sources ou pults Sl’ SZ’

S3 ainsi gque les expressions de la résistivité‘? et du coefficient ¢
de transfert d'énergie des €lectromns aux ions. Divers calculs ont été
faits pour évaluer ces expresssions & partir d'une théorie microscopi-

que. Une approche trés simple est de considé@rer pour les flux nV) Q&

et Qi des expressions du type FOURRIER
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¢3) mVz-Dgudm ; & =-K gradT ; Q = - X, gnadT;

ot les coefficients D Ke et Ki peuvent &tre calculés d'apré&s une théo-

A
rie microscopique, ou mesurés expérimentalement ou encore donnés phéno-
ménologiquement. Quant aux termes sources ou puits Sl’ Sz, S3 il sont
par exemple calcul&s par une analyse de l!intéraction des gaz neutres
froids (ou énergétiques) et des impuretés avec le plasma. Dans ces
termes sont également inclus les pertes par radiations et les effets
des éventuels chauffages complémentaires. Le systime (1?) est complété

par la donnée des conditions initiales et des conditions aux limites

appropriées. Un exemple de telles conditions est donné ci-dessous :
=0 m(v0) T (1 0) T‘:(m,o) T(2,0) donumen
T T J .
po) d M=o Voo 2le. o 2Ti. 2z

e —

R S

Q
t<d m=0 T,=zo Tizof.znmfotmszt)
° dowme
Des conditions aux limites plus générales du type mixte DIRICHLET-NEU-

{
J
&

!

MAN peuvent &galement @tre considérées.

Remarque : On peut montrer que le systéme se d&duit d'um syst@me M.H.D
général dont un cas particulier a &té& utilisé pour 1l'étude de 1'é&quili-
bre et de la stabilité. La différence essentielle entre ce systéme gé-
néral et le systéme utilisé aux paragraphes ci~dessus réside dans les
&€léments suivants
. L'évolution considérée ici est un phénoméne beaucoup plus lent,
. Les phénoménes dissipatifs sont pris en compte

. I1 s'agit d'un schéma 3 2 fluides.

Le systdme {ﬂs a €té traité numériquement sur une IBM 360/91 par
BOUJOT et al&ﬁ]en utilisant les techniques de visualisation des résul-

tats. Le détail de ce programme est indiqué au paragraphe suivant.
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2 - Mé&thode numérique et programme conversationnel

Nous utilisons la méthode de décomposition liée 'aux techniques
de pas fractionnaires. En notant G le vecteur de composantes n,J,Te,Ti

le systéme peut s'écrire

(15‘} %_g-g.AG: F

ol A est une matrice dont les coefficients sont des opérateurs diffé-

rentiels non linéaires. Un organigramme est donné& sur la figure N°4

Proe MAIN O j-

- *

LECTURES 1
S.B 5 FoNCTIONS D, ke 3
RE‘soLUTlom'z < Ky Qe
CALCUL DES
SouvRCES

L eCyat

/1\ ss\ L

VERIFICATION

et
CALCULS AUXILIARES

i

TMPRESSION des Reéruted,
VISVALISATION
Po SStBlLétTE de MODIF

RETDUR 2w ARRIERE

L

NON [MecowTROLE OVl Mo as SUIVANT
< CONVERSATIONNEL V DATAN

Fig 4

Ce programme conversationnel est réalisé sous forme modulaire. En par-

A )

ticulier, 1'introduction de nouvelles sources ou de formes fonctionnelles
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pour les coefficients de transport est une opération simple.

PROGRAMME MAIN

Effectue la gestion du programme et les rangements nécessaires

pour les retours et la visualisation.
LECTURE

Toutes les constantes physiques définissant le probléme sont
lues : les dimensions géométriques, le champ toroildal, la masse initia-
le les conditions aux limites etc... Les profils initiaux et le profil
de la décharge I(t) sont également lus. Les formes fonctionnelles pour

les coefficients de transport D, Ke, Ki,‘v sont choisies.
RESOLUTION

Le systéme est intégré par une méthode globalement explicite.
Chaque equation est trait@e implicitement apré&s lindarisation. Aprés
analyse des grandeurs adimentionnelles la méthode de décomposition per-
met d'avoir différents pas d'intégration dans le temps pour chaque
équation, la stabilité du systé@me &tant assurée. Ceci apporte un gain
non négligeable de temps machine. La simulation de 1'é&volution d'une
décharge de 500 millisecondes de durée, prend un temps machine, sur
1'IBM 360-91 d'environ 30 a 50 secondes. Ce temps est plus &levé (2 3
3 minutes) si 1'on simule l'introduction des neutres froids. A ce jour

nous avons réalisé plus de 1000 simulations.

VERIFICATION ET CALCUL DES QUANTITES SUBSIDIAIRES

A chaque sortie de résultats, il est utile de s'assurer que la
solution obtenue par 1'int8gration numérique vérifie certains invariants
du systéme

A cette fin nous calculons 1'énergie totale du systéme, le champ

magnétique induit etc...

Quand ces conditions sont satisfaites, on calcule 8galement des

quantit@s subsidaires : densit& moyenne, températures moyennes, temps
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de confinement , inductance, etc...

SORTIES

Aprés impression sur listing des résultats et éventuellement
impression sur microfilm des courbes apparaissant sur 1'&cran de visu-
alisation (IBM 2250), le contrdle du programme est transféré & 1l'uti-
lisateur : il peut alors changer éventuellement les donndes pour pour-—
suivre l'intégration, ou revenir & 1l'instant pré&cédent pour refaire
l'intégration avec des données modifiées. Les différentes options pos—

sibles sont schématisées sur la Fig 5

TNTEGRE R
de - SORTI R
E, & Ea tREVENIRO. ban
wh
(conTinver) 4 PO TesT de
INTE?RER SHe AR
3 &,Q_ tio.. t',z
<& asee At
difernent
A
CHANGER VOLONTAI- PASSER
< REMENT LES DOWNNEES A uN CAS
POUR CONTINVER fHYSI&()E
SUiVANVT
FCg 5
3 - Application du programme

L'aspect conversationnel donne 3 notre programme une grande
flexibilité. Nous utilisons ce programme pour l'interprétation des
résultats expérimentaux ou pour faire des calculs d'extrapolation des ma-
chines futures. I1 faut noter qu'il est particulidrement bien adapté
pour le premier but., Nous donnons ci-dessous un exemple d'interpréta-

tion des résultats expérimentaux.

Un des buts importants des expériences sur le TORKOMAK est d'étu-
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dier les propriétés physiques (notamment les coefficients de transport)
des plasmas tré&s chauds confinés dans ce type d'appareils. Au cours d'
une décharge, diverses quantités sont mesurées : le champ &lectrique,
les profils radiaux & divers instants de la densité €lectronigue, de
la température &lectronique, de la température ionique etc... Pour in-
terpréter ces mesures, nous simulons la décharge en utilisant le modéle
numérique et nous ajustons les coefficients de transports pour que les
résultats des calculs soient en bon accord avec les résultats des me-
sures. Un exemple de cette simulation est donné sur la Figé . od 1'on
compare les résultats des calculs aux résultats expérimentaux obtenus
IR

sur le TOKOMAK de Fontenay aux Roses qul est actuellement la machine
la plus performante. Ces expériences de simulation nous ont conduit
aux conclusions suivantes :

- La résistivité €lectrique est 5 & 10 fois plus forte que celle

prévue théoriquement par SPITZER. Ceci peut Stre expliqué par

la présence des impuretés.

- La conductivité thermique des ions pré&vue par la théorie n'est

pas jusqu'd présent en contradiction avec les résultats expé-

rimentaux.

- En revanche, la diffusion des particules et la conductivité
thermique des &électrons s'écartent notablement des expressions
théoriques usuelles. En comparant &également avec les résultats
exp€rimentaux obtenus en d'autres laboratoires (MOSCOU, PRINCE-
TON, OAKe RIDGE, JAPON) nous avons proposé des expressions em-—
piriques pour ces deux coefficients qui vérifient bien les

résultats connus 3 ce jour.

Signalons pour terminer que le moddle est utilisé pour prévoir

les performances d'une machine future qui réaliserait 1'ignition.
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EQUILIBRE D'UN PLASMA DANS UNE ENCEINTE TORIQUE

Les &tudes précédentes d'équilibre, de stabilité et d'évolution tem-
porelle d'un plasma limité par une surface magnétique conduisent aux

choix d'une configuration rpossédant les caractéres désirés.

Cette configuration doit maintenant 8tre obtenue loin de toutes
parois matérielles. Le champ magnétique dans le vide est bien défini
par les équations de Maxwell

-
dinvB = 0
s
ot B =0
et la donnée du champ magnétique sur la surfacengdu plasma. Ce champ
magnétique intérieur posséde des singularités et sa détermination est
un probléme difficile. Si 17om connaissait les surfaces magn@tiques
(gui existent dans le cas de symétrie de révolution),on réaliserait
1'équilibre désirée en en matérialisant une, située avant la premidre
singularité, avec une paroi de conductivité infinie. En fait c'est ce

que l'on réalise actuellement avec les coques en métal. Comme leur
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conductivité n'est pas infinie, le champ pénétrera dans la coque et
son effet disparaitra avec le temps conduisant & la disparition de

la configuration désirée.

Nous nous proposons alors de réaliser cette configuration au moins
de mani&re approximative en plagant des courants d'intensité Ii au-
tour du plasma l'ensemble &tant entouré d'une enceinte &loignée

pouvant ou non @tre une coque conductrice.

(%)

Le probléme est d'abord traité avec une coque conductrice, mais
on cherchera des dispositions de courant diminuant ou méme annulant
les courants dans cette paroi conductrice de telle sorte qu'elle ne
joue pas de rble important et n'influe pas sur la configuration de

plasma cherché.

On place les courants Ii aux points <pizi) entre plasma et encein-
te -
-3
@¢) 4 =% T, S (@- ?QS(%*%@}%
v L v
Utilisant la solution (8) de div B = 0, 1'8quation 3 résoudre

-2 -
(23 Mt B = |}

@3) £= Cowmntamt
pg) $F- s eT i(e6)b g

‘

devient

La premié&re &quation est satisfaite par un champ magnétique longitu-

dinal, aisément réalisable avec un bobinage solénoidal extérieur.

Pour résoudre la seconde, on posera

F =0
(39] Ty

(31 F;} 4 fl6. 2

et on essayera de satisfaire le mieux possible, & 1'aide des valeurs

i

I, des courants extérieurs et de leurs positions, & 1'équation

4 "F
(32) + A :Bm(’(t)

S
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Bm étant le champ méridien, tangent & la section normale du plas-
ma. Cette fonction est donnée par l'&tude précédente de la configu-
ration du plasma et est la seule quantité 3 connaitre pour ré&soudre

le probléme extérieur. Elle est exprimée en fonction de l'abscisse

curviligne 1 de cette section.

Une condition supplémentaire peut~8tre d'annuler (au moins par~
tiellement) les courants qui circulent dans la coque conductrice(/;).
Ces courants sont des courants de surface {si la paroi est infiniment

conductrice <¢& gue 1'on suppose ici). Ils sont donnés par

, _ 4 °F
d {’ '?'Y\. T
o 0

(33)

Le courant total gui circule dans la coque est égal & la somme
algébrique des courants circulants dans le plasma et dans les conduc~

teurs I,.
i

Schématiquement la méthode utilisée pour résoudre ce probléme con-
siste & définir une suite complete de fonction WWL (Q)périodiques sur

4
la section du plasma sur laguelle on développe le champ'Bm (t) donné.

T
4
(34} Bmﬂ“): s :%FL . =L am\")m‘_.l“)

soit

o = & Nt DF 44

—

avec la norme

Définissons maintenant W ((’%) par

7 N
avec \)\}M: o Aun T‘
= War, (1) Aun T
En utilisant la relation de type Greem pour l'opérateur $

(3¢) jjjv(wéf()_ Uifw)%_:‘[[g“n( %:L Ur?b‘::‘_ %%—.

Avec U = F et W = W J
. n
On obtient




87

S
¢ Tm
On cherche alors 3 résoudre au mieux ce systéme infini d’'8quations

df DWW -
B} F T w, (B0 ¢ zrfﬂ = O
avec comme inconnus X et Ii’ le nombre de courant &tant limité@ et

leur position choisie pour 3 la fois avoir une sonmmaZWIi‘ minimum et,

si possible, les courants dans la coque trés faibles.

Un tel programme a &t& mis au point par MM. BOUJOT et MORERA de
la CIS.I et est actuellement en fonctionnement. Une communication 3 ce
méme colloque &tant réservée 3 1'exposé mathématique du probléme de
controle correspondant ( ) , je me contenterai ici de présenter les
résultats obtenus sur un cas typique d'appareil 3 plasma & sections
non circulaires. La fig. (3) montre les intensité des courants néces-
saires selon la position des conducteurs pour obtenir une bonne appro-

ximation du probléme posé. Les 3 cas correspondent & des courants

trés différents dans la coque extérieure.

R=28

A I »
I
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! P gam'"‘
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B - SIMULATIONS NUMERIQUES DES PLASMAS DECRITS PAR L'EQUATION DE VLASOV.

I-Introduction

Liobjet du présent chapitre est la description des méthodes appli-
cables aux problémes qui nécessitent une description microscopique du

plasma.

Dansg toute la suite nous entendrons par description microscopique
1'étude de 1l évolution de la fonction de distribution 3 une particule
f{(x,v,t}y des ions et des Electrons constituant le plasma. Compte tenu
de l'immensité du sujet nous nous limiteromns au plasma tré&s idéalisé

décrit dans le cadre des hypothZses et approximations suivantes :

1) Le plasma sera supposé infini ce qui sera habituellement simu-
18 numériquement par des conditions de périodicité.

2) Les ions positifs {(présents dans tout véritable plasma qui
est toujours macroscoplquement neutre) sont supposés immobiles et dis-
tribués uniformément.

3) Les &lectrons sont supposés infiniment finement divisés, ce
qui signifie gqu'on se place dans le cadre d'une approximation de type
milieu continue. Le rapport charge sur masse est constant et est é&gal
au rapport e/m du plasma réel. On néglige en outre tout effet collision~-
nel. Les hypothé&ses précédentes constituent 1'approximation habituelle
des plasmas '"de Vlasov".

4) Le plasma est soumis 3 un champ magnétique suffisamment fort
pour rendre le mouvement des particules semnsiblement unidimensionnel.
De méme toutes les perturbations de 1'équilibre sont supposées unidi-
mensionnelles.

5) On se limite aux intéractions €lectrostatiques.

Dans ce cadre trds restrictif la description mathématique du plas-

ma se réduit 3 un ensemble de deux &quations couplées (€crites en

variables sans dimension)
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L'équation de Vlasov & une dimension :

35? Ebg - 2 = (n
“_—,va E—jg o

1'équation de Poisson 3 une dimension

2£ - 4- /*oo f["f’)”b’ (2)

dzx / o

Dans le cas général d'un plasma pluri-dimensionnel et d'inter-
actions &lectromagnétiques il "suffit" de remplacer les scalaires par
des vecteurs et 1'équation de Poisson par le systéme complet des

-ty o - . .
€quations de Maxwell et E par E + VAB dans 1'équation de Vlasov.

L'étude du systéme (1)(2) a fait 1'objet d'une grande partie
des travaux théoriques effectufs dans le cadre de l1l'approche micros-—
copique de 1'étude des propriétés des plasmas chauds. Pratiquement les
théoriciens ont &té obligés de se limiter au cadre de théories linéai-
res ou quasilinfaires. Aucune méthode analytique n'a encore permis de

s'attaquer avec succds & 1'é@tude générale de la turbulence faible et

3 fortiori de la turbulence forte.

Le systéme précédent s'est malheureusement av8ré presque aussi
délicat a traiter num@riquement qu'analytiquement. Il s'en suit un grand
nombre d'approches différentes pour tenter de le résoudre que nous ne
pouvons envisager de décrire en détails. Nous essaierons de dégager
les caract@ristiques des trois classes de techniques existantes.

L'étude des deux premidres sera volontairement succinte afin de pouvoir
décrire plus en détails la derniZre qui nous semble potentiellement

plus riche.

Nous commencerons par souligner une propriété importante et
génante du systéme (1)(2). Une des caractéristiques des solutions de
1'8quation est leur tendance & acquérir une structure de plus en plus
fine dans 1'espace des phases (x,v) quand t croit. Ce phénoméne appa~—
raft clairement méme si on supprime le terme d'intéraction E,Zf

v

dans 1'équation (1).
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La solution de 1'équation

;zf + 3—2z? = D
ok x

peut en effet s'écrire :

Pexvt) « Llavt, v, o)
ce gul montre que les dérivées par rapport aux vitesses croissent in-
définiment avec t. L'introduction du terme d'interaction complique enco-
re le phénomé&ne en introduisant des structures dies au pidgeage des

particules dans le potentiel de 1'onde.

Soulignons pour terminer que 1'évolution de fo décrite par le
systéme {1){(2) est réversible et qu'il peut &tre interprété comme
1'équation d'évolution d'un fluide incompressible dans 1l'espace (x,v).
Cette dernié&re propriété vient du faitr que f obéit 3 l'@quation de

Liouville.

Trois types d'approches ont été utilisées pour tenter de résou-

dre le systéme {(1){(2}.

I1 - Approche eulérienne

En raison de la tendance des solutions de 1'équation de Vlasov
32 acquérir des structures tré&s fines dans 1l'espace des phases, les
méthodes directes d'intégration ont eu assez peu de succds. Cecl reste
vrai méme si on simplifie le probléme en admettant que lorsque la
structure devient suffisamment fine pour que son &échelle caractéristi-
que devienne beaucoup plus petite que les €chelles caractéristiques
des grandeurs physiques intéressantes, on peut abandonner sa descrip-
tion compl@te et passer 3 une fonction de distribution lissée définie

en movennant f{(x,v,t).

Bien qu’'il soit en principe possible de choisir la moyenne de

maniére 4 conserver les n premiers moments des fonctions de distribu-~
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.

tion avec n quelconque le fait de se limiter habituellement 3 la conser-
vation de 1'impulsion et de 1'énergie fait perdre la réversibilité dans

le temps et la conservation de la densité dans l'espace des phases.

Ce type de lissage peut aussi tre nécessaire dans les techniques

de résolution du systéme (1)(2) par "transformée de f".

La philosophie de ces méthodes est une tentative pour passer de
1'8criture de 1'équation de Vlasov dans le systéme-de coordonnées (x,v)
d un systéme de coordonnées tel qu'il n'apparaisse pas de termes oscil-

t
lant & une fréquence croissant avec/une deuxié&me "contrainte" &tant si

possible de ramener les dérivées partielles 4 des opérations algébriques.

Deux types de transformation ont &té utilisées.

1} Double transformée de Fourrier, la fonction de distribution
étant dans ce cas décomposée 3 la fois en série de Fourier em position

et en vitesse.

2) Transformation de Fourier Hermite dans lesquelles la fomction
de distribution est décomposée en série de Fourier dans 1'espace des x

et en polynomes d'Hermites en v.

On écrit les fonctions de distribution sous forme d'une somme

d'harmoniques définis par
F00

L
Fr—;(%t):jex/b[x'?v)dw]f(r,v;é) -eX/D (- .?:r][h)a/,x

n est le numé€ro du mode dans l'espace de configuration, q la transformée
de v. Le champ électrique s'exprime de méme sous forme d'une somme d'har-

]
monlque/En

L
E, :]E(?,f:) 2x p(- Ain) dx

Le systéme Vlasov-Poisson se raméne alors i :
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|

p 27 25 - L G, (9¢) )
q g 27

gk b

E = __,..”L...., /L_ = o

? 2nn 7 ( 7nm3x L “
6y (86)- - 415 T Enlt) Fy (9:E) )

mez- nmai

1'équation {(3) s'intégre en suivant les caractéristiques qui sont des

droites de pente 2% n dans le plan {(g,t).

On &crit les fonctions de distribution sous la forme

frz,v k) - 5 %xp /w&x)%:?x/o(- %’-Z) Hyn(¥) Z,n,, (8)

hz~g0

2
How) . 20?20 L7 gt
m et wom )V dv” 2
En utilisant les relations d'orthogonalité et de récurrence des
polynomes d'Hermite on est alors en mesure de ramener le systéme (1)(2)

2 un systéme algébrique non linéaire du type

Az, =Gp T
oy mn “@ ‘o)
2 - 12]

Gmn opérateur matriciel algébrique non linéaire. Le systéme (6)
peut 8tre résolu sans trop de difficultés & l'aide d'algorithmes
standards du type Runge Kucrta on Predicteur Correcteur. A l'actif
de cette méthode il convient de souligner que bien gue nécessitant un
nombre &levé de termes du développement en polynome d'Hermite elle
permet la résolution de probléme déerit par l'équation de Vlasov com~

plétée par un second membre décrivant les collisions.
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IIT - Le modéle du Water Bag"

II1I.1 - Description

Nous avons déj3 mentionné que le point de départ de cette appro-
che était le fait que 1'&quation de Viasov décrivait le mouvement
d'un fluide incompressible dans un espace a4 2N dimensions. Elle
exprime en outre que la fonction f(x,v,t) est constante le long des
trajectoires des particules définies par

A y(2) - v(7) d v(7) - ”E(z(zjlt)
AT AT

Dans le cas ol N=1 il est facile de représenter graphiquement

les fonctions de distribution par des contours f(x,v)=Cte dans

l'espace des phases bidimensionnel

| ¥ __—C,
—~—— —C;
C C
2 3
) () _
\/ u x

Les contours Ci évoluent avec le fluide en conservant leur
topologie (ils ne peuvent se croiser ou se couper). La surface com-
prise entre deux contours est un invariant du mouvement et chaque

point du contour ob&it aux équations du mouvement d'une particule.

En suivant 1'E@volution de chaque contour on est capable de déter-
+ oo

miner la densité de charge.//fdv de sorte qu'on sait calculer E &
. oo
partir de (2) . En utilisant alors les équations du mouvement on est

alors capable de déterminer une nouvelle configuration 3 t+dt.

Cette méthode est particuliérement intéressante si la fonction

de distribution est rigoureusement définie 3 1'aide d'un nombre

fini de courbes. C'est le cas des fonctions de distribution constitudes
s
d'une suite finie de marche/d'escalier c'est-i-dire de régions ol f
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est constante séparées par des frontidres ou f est discontinue. On
montre qu'il est possible d'approximer les fonctions de distribution

réelles par de telles fonctions.

¥4 't

/ N e

Approximation d'une Maxwellienne Approximation d'une maxwellienne
par une marche unique. par une suite de marche.
IIT.2 - La méthode numérique

Les contours sont définis par une chaine de points lagrangiens
1iés entre eux par des segments de droite. Ils doivent &tre suffisam-
ment rapproch@s pour pouvoir approximer correctement par une somme
sur les trapézes la surface invariante comprise entre les contours., Il
est intéressant de faire appel 3 une structure de liste afin de pou-
voir ajouter ou supprimer des points si les segments sur un contour
s'Btirent ou se contractent de trop au cours des calculs. Le champ
&lectrique est déterminé par la forme intégrale de 1l'équation de

Poissgon.

Xmzy ho
E (=) = [ ], e [ Fro)dr — 8]
: Zﬂf S(XMW)’XM) - 4dx
; ¢

. . o R . c&me
5453 est la discontinuité due 3 la traversée du 0[ contour
SC%me; , Em ) est la surface (avec son signe) comprise entre
/

les points X et % . ~ .
m+ 1 n (Xm+1 > Xm)' Les points x_ déterminent

une grille eulérienne fixe et divisent 1l'espace en bandes verticales

d'égales épaisseur A x.
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Quand le champ électrique a

été obtenu en chaque point
enlérien i1 est interpolé 1li-
n€airement pour chaque Pi situé

Ly entre 2 points eulériens.

~0

On fait alors &voluer les con-

/,/”’— tours & partir d'une méthode

centrée d'ordre 2 utilisant

-
0

l1'accélération & t = npt pour

faire évoluer la vitesse entre

H i .
Az (n 3) t et (n+§-) t suivant
l1'algorithme : (pour le i&me

point lagrangien).

Ce schéma explicite n'est utilisable que parce que la densité
de charge nécessaire pour calculer E au temps t ne dépend que des po-

sitions et non des vitesses.

Le principal inconvénient de la méthode est le nombre fini de
contour que l'on peut traiter d'autant que comme pour l'intégration
directe de 1'équation de Vlasov on se heurte au développement de struc—

tures fines qui obligent & simplifier périodiquement les contours.

IV - Approche Lagrangienne

L'approche que nous abordons ici est notablement différente de

celles dont nous avons parlé jusqu'ici. Le point de départ qui nous
rattache aux classes précédentes et en particulier au waterbag est le
fait que les caractéristiques de 1'équation de Vlasov sont
= - -
dx . ;? Ao . £
dr AF
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clest~a~dire les Equations du mouvement d’une particule. On abandonne
alors complétement l'aspect statistique pour adopter un point de vue
purement dynamique. On se donne un nombre N de particules ayant une
fonction de distribution initiale repré&sentant f(x,v,0) et on les
fait Eévoluer grace aux équations du mouvement couplées aux &quations
de Maxwell. L'&tat dynamique complet du syst&me est connu 3 chaque
instant et les quantité&s moyennes inté&ressantes comme la densité ou
la fonction de distribution peuvent &tre calculées quand on le désire.
Ce modéle est particuli@rement inté@ressant par la souplesse, sa faci-
1ité relative de programmation et celle de modifier les conditions
initiales ou extZrieures. Les points lagrangiens étant indépendants
le développement de structures fines ne pose aucun probléme, la limi-
te de résolution &tant uniquement fix& par le nombre de particules en
jeu., Enfin c'est actuellement le seul modéle qui ait &té généralisé

a2 plusieurs dimensions.

Tel que nous l'avons décrit dans 1'introduction de ce paragraphe
1'approche lagrangienne semble particuli&rement sé&duisante. Malheureu-
sement quand on tente de l'appliquer pratiquement on se heurte immé-
diatement 3 des probl&mes pratiques d'encombrement mémoire et de temps
machine qui limitent considérablement le nombre de particules que 1'on
peut envisager de sgsuivre. Afin de bien situer les problémes il est uti-
le de commencer par préciser le cycle normal d'unme simulation numérique

de ce type sous la forme 1la plus simple.

position des
/ particules \

caicul des calcul
nouvelles de
positions "interaction

calcul des
\ nouvelles vitesses /
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Le schéma ci-dessus résume le cycle fondamental : ayant la
position des particules on calcule leur interaction mutuelle d'ol
1'on dé&duit une accélération qu'on utilise pour faire &voluer les vi-
tesses puls des nouvelles vitesses on déduit de nouvelles positions.
L'algorithme utilisé- est le méme que pour faire évoluer les particules
lagrangienne du water bag seul le calcul du champ d'intéraction est
différent. Le calcul direct de ce champ est une &tape excessivement

coliteuse qui rend ce calcul impossible en pratique. Le champ crée sur

1a i°™€ particule par toutes les autres est en effet donné par
N —
E..> M
& - . 2
J‘S“f é‘o;kcf]
YT
Si le nombre de dimensions est plus grand que | le calcul précédent

nécessite sensiblement 10 N opérations (ol N est le nombre de parti-
cules en jeu). Pour trouver le champ sur N particules il faut donc

sensiblement IONZ opérations. Dans le cas d'un ordinateur effectuant
une opération arithmétique par pss le calcul direct de 1'interaction

nécessite pour :

N = 100 0.1 seconde
N = 1000 10 secondes
N = }04 15 minutes

N = 105 1 jour

Une simulation nécessitant environ 1000 pas de temps, il est clair
qu'on ne peut envisager sériecusement de suivre plus de 1000 particules
par cette méthode. Ce nombre est beaucoup trop petit pour simuler cor-
rectement le comportement d'un plasma réel, il faut donc abandonner le
calcul direct de l'interaction. On reprend donc un point de vue
eulérien pour le calcul des champs d'interaction : 1'espace de confi-
guration (x) est divisé en mailles et on calcule la densité de charge
dans chaque maille. L'é@quation de Poisson permet alors de calculer

le potentiel au centre de chaque maille et par interpolation le champ
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au point o8 se trouve chaque particule. On peut alors montrer gue le

temps de calcul ne croit plus que comme N_ x NLog N ol NG est le nombre

G
de points de la grille. L'artifice précédent permet de suivre guelques
10S particules (le maximum absolue concevable actuellement &tant de 106).
Ce chiffre reste trés faible devant le nombre de particules en jeu

10 a 10!5. Le paragra-

dans un véritable plasma qui est de l'ordre de 10
phe qui suit sera consacré & 1'étude des conséquences de cette réduction

du nombre de particules.

La réduction de la densité des particules entraine une augmenta-
tion considérable du "grain'" de l'espace. Pour conserver les grandeurs
physiques fondamentales il faut en effet multiplier la charge par un
facteur d'échelle et la masse par le m&me facteur pour ne pas changer
les équations du mouvement. On constitue en quelques sorte des agglo-
mérats de particules ou superparticules qui représentent un grand
nombre de particules &lémentaires. Il en résulte qu'on est trds loin
de l'approximatiocn du milieu continu supposée par l'équation de Vliasov.
Les fluctuations du champ d'intéraction sont considérablement amplifiées
par rapport au plasma réel ce qui risque de masquer les phénoménes fins

qu'on se propose d'8tudier.

Comment tourner la difficulté ? c'est ici que s'introduit 1’aspect
plus spécifiquement plasma de ces simulations qui sont aussi utilisées
en mécanique des fluides. Le comportement d'un plasma est régi par des
forces coulombiennes 2 longue portée qui dans le domaine des paramétres
qui nous intéressent en font un milieu essentiellement collectif. L'im-
portant dans une simulation est donc de respecter ces interactions &

longue distance, les interactions & courte distance sont beaucoup moins

importantes car elles sont naturellement lissées par le milieu . Comme
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ce sont précisément les collisions proches (c'est—d-dire avec de gran-—
des déviations) qui sont amplifiées dans les plasmas numériques, il

suffit de trouver un moyen pour les lisser.

La solution adoptée 3 en fait &té fournie pour les plasma réels
par Vlasov dés 1950 pour justifier 1'approximation milieu continu.
I1 introduisit alors le concept de particules de dimensions finies.
I1 s'agit d'un @tre fictif obtenu en "solidifiant" un ensemble de par-
ticules contenu dans un volume caractéristique. Les solides ainsi
obtenu sont indéformables mais peuvent se traverser librement lors
d'une interaction. La fagon la plus simple de concevoir ce type de
particule est de "solidifier" une sph&re de "Debye". La longueur de
Debye est la longueur caractéristique 2 1'échelle de laquelle un plas-
ma est susceptible de ne pas &tre rigoureusement neutre. A desz dis-
tances plus importantes il s'introduit des effets d'écran qui permet-
tent & l'agitation thermique de restaurer la neutralité. Ce sont
précisément ces effets d'écran qui minimisent le r3le des collision

proches.

IV.4 - Physique de& particules de dimension finie.

Les consé&quences de la dimension finie des particules sur les
propriétés lin€aires du plasma peuvent 8tre &tudides analytiquement
en remplagant les termes de charge ponmctuelle q g(x) par des termes
qS(x) ol S(x) est un facteur de forme. Il est aisé de constater que
le but de lissage est atteint. La théorie &lectrostatique &lémentaire
montre d'ailleurs que la force d'intéraction de 2 sphéres chargées
tend vers zé€ro quand la distance qui les sépare tend vers z&ro

alors qu'elle diverge pour des particules ponctuelles.
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L'effet de lissage est d'autant plus marqué que le rayon des
particules est plus grand au prix bien Evidemment d'une perte de
résolution des phénoménes. Chaque fois que cela est possible, il est
intéressant de conserver l'image de la sphére de Debye qui de toute
fagon congtitue une limite physique et de travailler avec des parti-

cules de rayon effectif de 1l'ordre de}lf

Les facteurs de forme utilisés en pratique sont carrés ou gaus-
siens suivant les méthodes numériques utilisées par ailleurs. Plus
précisément lorsqu’on travaille directement dans l'espace de confi-
guration on utilise des facteurs de forme carrés, tandis que lorsqu'on
travaille dans l'espace réciproque (défini par la transformée de

Fourier de l'espace de configuration) on utilise des facteurs gaussiens.

ks ix Asip)
facteur de T.F. d un facteur de
forme carre forme carre

A\ N

oo
S{x) S (B8)
i facteur de A T.F. dun facteur
forme gaussien de forme gaussien
h
o L -

Les zéro qul apparaissent dans la transformée de Fourier de
facteurs carrés bien que génants s'ils se produisent pour des k trop
petits (particule trop €tendue) car ils correspondent 3 une absence
d'intéraction pour les nombres d'ondes en cause, ne sont pas catas—
trophiques car les modes correspondants sont (d'aprés 1'étude de la

relation de dispersion) infiniment amortis.
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Quand on utilise l'espace réciproque 1'introduction des facteurs
de forme gaussien se fait simplement en introduisant une coupure ex-—
ponentielle des grands nombre d'onde. Le rd3le de tissage des fluctuations

a courte longueur d'onde apparalt donc clairement dans cette image.

L'introduction du maillage enlérien pour le calcul du champ
électrique 3 deux types de conséquences. Tout d'abord il correspond
d un lissage supplémentaire du au fait qu'on supprime automatiquement
les longueurs d'onde plus petites que la grille. La discrétisation
due & la grille enlérienne peut &tre plus ou moins "bruyante". Dans
les simulations les plus simples on calcule la densité de charge dans
chaque maille en déterminant la maille la plus proche de la position
du centre de chaque particules. C'est 1l'approximation NGP (Nearest
Grid Point) de la littérature anglosaxonne. Deux particules infini-
ment voisines peuvent ainsi contribuer & la charge de 2 mailles dif-
férentes, ce qui rend le processus trés bruyant. Les simulations
plus "évoluées" utilisent pleinement le concept de particules de di-
mensions finies : ayant déterminé la position du centre d'une parti-
cule on vépartit la charge affectée & cette particule proportionnel-
lement & la "surface”™ de chaque fraction de particule dans les cellules

voisines.

NGP PIC ou ClIC

. 7

La totalité de la charge est La charge est repartie propor-

~

affectée 4 la cellule indiquée tionnellement aux aires hachu-
|} 4 -
d'une croix. rées dans les 4 cellules.
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Cette technique réduit notablement le bruit de fond des simula~-
tions. Elle est connue sous le nom de PIC ou CIC (Particule In Cell

ou Cloud In Cell) et est due initialement 3 Harlow en mécanigque des

fluides.

Le fait gue deux particules voisines peuvent contribuer soit 3
la charge d'une cellule soit 4 celle de 2 nous améne au deuxidme
type d'effet introduit par la grille. L'espace cesse d'@tre uniforme,

il devient périodique.

Il v a perte de l'invariance par translation d'un systdme homogd-
ne. La force d'interaction ne dépend plus seulement de la distance qui
sépare deux particules mais aussi de la position des particules par
rapport 3 la grille. Elle devient périodique enBAx (Ax largeur de la
maille). La situation physique est tré&s semblable 3 celle d'un gaz

de Fermions dans un réseau cristallin,

On démontre comme en physique du solide que 1'effet de la grille
est de coupler les nombres d'onde qui différent de multiple entrés
de nombre d'onde de la grille. Dans le cas des probl&mes de simulation
des plasmas 11 apparait une complication supplémentaire qui est que
dans certaines conditions de couplage (qui correspondent 3 des mailles
grandes devant la distance de Debye le plasma numérique devient ins-
table alors que le plasma réel ne l'est pas. Il y a donc une limite

supérieure & la taille des mailles utilisables.

L'optimum consiste vraisemblablement 3 travailler avec des parti-
cules de l'ordre de la longueur de Debye 2t une maille de la méme tail-
le. Cecil est facilement réalisable avec les modéles unidimensionnels
mais beaucoup plus délicat pour les moddles 3 2 ou 3 dimensions. Des

raffinements sont donc encore nécessaire pour réduire le bruit sans
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introduire de phénoménes parasites.

. N

IV.6 - Raffinements et problémes 1iés 4 l'initialisation

Les positions initiales et les vitesses peuvent Stre choisies soit
aléatoirement soit de fagon ordonnée pour simuler les conditions ini-

tiales réelles d'un plasma expérimental.

Dans une initialisation aléatoire les positions initiales sont

P

choisies de manifre 3 représenter la densité initiale et les vitesses
sont choisies au hasard avec des probabilités correspondant i la fonc-
tion de distribution initiale. Ce processus d'initialisation est simple
et conceptaellement proche des conditions physiques réelles. Cepen-
dant par suite du nombre réduit de particules on excite un large
spectre de fréquence & niveau relativement &levé ce qui peut-&tre

génant si par exemple on cherche 3 étudier le comportement d'une onde

de faible amplitude.

Quand toutes les particules représentant une espéce donnée
sont identiques il faut beaucoup de particules pour représenter les
valeurs plus faibles. La nature discréte du plasma numérique est par
consé&quent particuli&rement €vidente dans les régions de l'espace
des phases ol la "densité en phase" est faible (par exemple la queue
de la fonction de distribution). Pour palier 3 cet 1inconvénient on
peut utiliser des particules pondérées conservant le méme rapport char-
ge sur masse mais ayant des charges et masses différentes ce qui
permet d'améliorer la représentation du plasma dans les zones 3 faible

dengité en phase.

Pour initialiser les calculs dans ce cas 1l'espace des phases

est recouvert d'un maillage x, v. Une particule est alors disposée
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en chaque point de la grille avec une masse et charge proportionnelle
34 la valeur locale de la densité& en phase initiale. Cette technique
d'initialisation n'introduit aucune fluctuations aléatoires et permet
de rester parfaitement maitre des perturbations initiales. Il convient
néanmoins de souligner gue les particules forment alors un ensemble
multifaisceaux qu'on sait Z2tre instable mais si le nombre de faisceau
est suffisant le temps de développement des instabilités est tréds
grand devant le temps caract@ristique des phénoménes qu'on se propose

d'étudier.

V. Conclusions

Malgré le caractdre nécessairement succint de 1l'exposé nous avons
tenté de mettre en 8&vidence les traits dominants des principales ap-
proches de résolution du systdme couplé Vlasov Poisson, La place nous

manque ici pour décrire les applications de ces mé&thodes.

L'8tude des mod@les unidimensionnels de la turbulence faible &
fait 1'objet de nombreuses expériences numériques et permis de retrou-
ver les résultats prévus qualitativement par la théorie. Beaucoup
de microinstabilités prévus théoriquement, jamais observées expéri-
mentalement ont pu Etre mises en évidence au cours de simulations nu-
mériques., Dans le domaine de la turbulence forte 1'étude du dévelop-
pement de 1'instabilité double faisceau totalement inaccessible 3 la
théorie a été faite de fagon détaillée. Les mod&les unidimensionnels
sont malheureusement trop restrictifs pour 1'€tude des plasmas confinés.
En particulier 1'étude des coefficients de transport nécessite des:
mod&les bi ou tri dimensionnels les premiers ré&sultats encourageants
commencent i apparaftre dans la litté€rature. Les modéles unidimension-—
nels connaissent un regain d'intérét avec 1'étude des plasmas crées

par laser qui constituent peut €tre une autre voie vers la fusion
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thermonucl&aire. Dans ce domaine fortement lin€aire les simulations
numériques jouent un rdle d'autant plus fondamental que les expérien-
ces durent quelques microsecondes ce qui rend toute mesure fine impos-

sible.

Nous n'avons indiqué aucune référence car une bibliographie
exhaustive nécessiterait un nombre de pages &quivalent i celui de cet

article. L'unique référence EBJ contient la date bibliographique.
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INTRODUCTION

Le Tokomak est une des machines les plus prometieuses actuellement envisagée pour réaliser lo
fusion contrélée. |l se compose schématiquement d'une coque toroidale contenant un plasma que
I'on cherche & chauffer intensément sans introduire d'instabilités. 11 semble que la forme de la
section droite du plasma oit précisément une trés grande importance en ce qui concerne la stabilité
de 'anneau de plasma et son chauffage. 1l semble acquis quiune forme elliptique est plus avonta~

geuse qu'une section circulaire,

Un probléme important se trouve donc étre ['étude de dispositifs permettant de donner au plasma

une configuration préalablement choisie.

Claude Mercier et Soubbaramayer du Commissariat & 'Energie Afomique(]) proposent pour celd

2)

d'introduire dans la cavité entre le plasma et la coque™™”’, des conducteurs électrigues : il faut

choisir les courants de décharge tel que le plasma soit en équilibre dans la configuration souhaitée,

Notre objet est d'exprimer ce probléme, comme un probléme de commande optimale que nous
formulerons et étudierons dans la suite, L'étude que nous présentons a été menée en étroite colla-
boration avec le 5.7, G.1., en particulier Claude Mercier et Soubbaramayer qui onf joué un

réle déterminant dans la formulation du probléme.
Dans le premier paragraphe nous décrivons brigdvement :

. Le Tokomak
. Les équations régissant le dispositif (on a choisi un modele linéaire stationnaire)

. Le probléme physique lui-méme.

Les deuxigéme ef iroisiéme paragraphes contiennent la formulation et i'étude de différents pro~
blemes de contréle optimal. La dernigre partie contient une description succinte des méthodes
numériques de résolution. L'étude numérique systématique des probleémes de contréle fera 1'objet

d'une publication ultérieure.

On notera que ce travail étant destiné & étre lu (autant que possible) par des physiciens et des

mathématiciens, on a ¢ru bon de développer certains détails, classiques pour le spécialiste.

(1) Section Théorique des Gaz lonisés - Département de Fusion Contrélée
C.E.A ~ EURATOM - Fontenay-aux-Roses 92

(2) 1 y a e vide entre le plasma et la coque
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1 - DESCRIPTION DU PROBLEME

! - LE DISPOSITIF

Un plasma confiné est en équilibre dans une machine de type TOKOMAK [1] .

COUPE DU TOKOMAK de FONTENAY-AUX-ROSES.

Dans cette configuration, lorsque le plasma est confing, les lignes magnétiques s'enroulent sur
sa surface, En effet, le champ magnétique créé par le courant induit circulant le long du plasma

en suivant un grand cercle, a une composante normale & la surface, nulle.

Les premiers résultats expérimentaux [2] . [ 3] , laissent supposer que la forme de la section
droite du plasma est un facteur important du chauffage ohmique. En particulier, pour la méme
surface de la section droite, on remarque, numériquement, que l'on peut faire passer un courant

deux fois plus intense dans une forme elliptique que dans une forme circulaire.
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Le but est donc de rechercher les conditions sous lesquelles & 'équilibre le plasma a une section

droite de forme donnée.

FORMULATION PRATIQUE PROPGSEE pour résoudre ce probiéme

. On se fixe la forme du plasma & 1'équilibre

C mf\.cLLLcIeu,rs

CogiLe

e
. On suppose que pour cet équilibre, on conndit la répartition du champ magnétique B meridien,
e
créé par la décharge électrique & ['intérieur du plasma. B méridien est tangent & la surface du

plasma {qui est donc une surface magnétique).

. Pour confiner le plasma & 'intérieur de la coque sous vide, on cherche & disposer les conducteurs
le long de grands cercles du tore et & calculer l'intensité du courant passant : ces courants doivent
créer dans la cavité coque-plasma un champ magnétique induit dont la résultante avec le champ

Bl
magnétique Bm est la plus petite possible, en module,
Pour cela, nous avons & notre disposition trois paraméfres :
1%} - Le nombre de conducteurs Nc

2% = L'intensité du courant dans chacun des conducteurs, lc

3°) = La position des conducteurs dans la coque
Nous serons amenés & introduire une contrainte suppiémentaire d'ordre technologique.

Nc

E hci ‘ doit étre nettement inférieure & 'intensité totale |f

du courant de
otal

§=

décharge & travers le plasma.



111

Remarque

On ne fait aucune hypothése sur la surface de la section droite des conducteurs,

1l - LES EQUATIONS DE MAXWELL

La répartition d'un champ magnétique créé par un courant est donnée par les équations de

Maxwell :

(1. Rot B - TL°7

(1.2) Div B = 0

Etant donnée la symétrie du systeme, nous utiliserons des coordonnées cylindriques (F ; C? ,Z )
. . . - > e . .
ol z estporté par I'axe de révolution du tore. Onnote (ef, ;e ez) le trigdre orthonormé

usuel en un point donné de I'espace,

Conecucteur

—
Les conducteurs étant placés le long de grands cercles, B est indépendant de la variable tf

L'équation (I-2) s'écrit alors :

C‘.CNJ E: _t_ el
£ ap 93



Si nous posons :

Bg=_ 2f
2 P
.B?:: ! E_F:

Y

I'équation div B = o est identiquement vérifiée,

Supposons comme en [4} que B(ff« ﬂ@) et écrivons B sous la forme :

0.3) 5. P&, , €% .
; ¢ + 5 /\3&0‘.9’:

e
La quantité L A grad F est le champ méridien.

Remarques

—
. Si I'on prend le rotationnel de B, comme ro’r.grcd$ = 0 , seule reste la composante

. —
suivant € ¢ donc :

ﬁttgze B A = ‘H,
15 de !

. Nous avons indiqué que les conducteurs se frouvaient le long de grands cercles du tore, d'ob :

i

j:‘. ecfj(f,éj

Alors 'éguation {i.1} s*éerit -

(.4) 9Dy DBy
93 dp

= }'to J (f.3)
. Si nous remplagons Bf ef Bj par leurs valeurs fonction de F, nous obtenons |'équation :

.5 ? . ..?.._ (:.‘....f.‘.)_i) = J—LO,J(f.b)

A
P 2 dp VP 2

QH

£
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. grad F représente le vecteur gradient de F dans l'espace R3 ; ses coordonnées dans le trigdre
local (é-f s —é:?, ég ) s'écrivent classiquement : ( _g_; ; 0 _;i__f: )

La signification de |'opérateur divergence est similaire, et on rappelle que :

c:L'w(j?_e 3-racLF)= %{g}(% ) |3 (l_a_f)

et I'équation (1.5) s'écrit ;

1.6 P cLLv (:’1;3 cdrcwl F ): ”Lo J( f'é)

Sachant que :

B 3 = - 4. _a._f_
ooy
Be = 4 OF
P33
1 ~ LES CONDITIONS AUX LIMITES
Notations :
L1 est l'ouvert constitué par la couronne entre le
plasma et la coque
r:j le bord du plasma
r —
[o la coque F e
A

_ﬂa le plasma .
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. e e —
Le but du constructeur est d'avoir sur | , et [ B .Y =0
1 0 7 “conducteur
e —_——
et sur F B } voisin de B .. !
i conducteur méridien

V étant la normale & la frontiére ro ou f'] .

Sachant que v, E'f = 0, nous obtenons :

B.V- (fe':f,é + T A gradF ).V

e

:(e?.i?_/\ arac[,f:) .Y

:(Wé:? /\ 7)_31%&(:(.(’ = _g:.gracf./:

e e

donc B . Y = 0sila dérivée tangentielle 2F = 'E:%Y'GJF est nulle,
ay

La condition aux limites se traduit par :

F est constant sur chacune des frontieres FO et ﬂ -
T 4

La fonction F étant définie & une constante additive prés, nous la prenons nulle sur F et nous

0

notons Xsc valeur sur n -

F 0 Sur f;

F-'-'X Suvr ':

Soit : (’-7)

o ——
i

Kesr une inconnue du probléme.

IV - EN RESUME

. En chaque point s de gr‘.( associons fe trigdre défini classiqguement par (v, T, b ).
F 2FF )
2v ' 3T’ 9b

De la définition de 73’ donnée en (1.3) nous déduisons le champ magnétique sur r‘] créé par le

Dans ce repére, grad F a pour composantes : (

courant dans les Sc conducteurs soit :

(1.8) Bi3)

COoNDUCTOUr l 1"

=24 35 | -
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—_— —
. L'objectif est de construire un champ magnétique Bconducfeur porté par la fangente T en
chaque point de la frontiére r] , et égal & Bméridien donné.

Le probléme que l'on ¢ & résoudre se pose donc ainsi :

Dans l'ouvert connexe Ll ci-contre calculer la

fonction d'état F solution de :

( ‘-3) F = o0 Bur r;
F = K Aur r,:
tel que /# %S: r = B mewriclien -

Nous allons exprimer ce probléme sous la forme d'un probléme de contrdle :

Un ensemble de conducteurs étant fixés dans LL, rechercher le contréle J (J : intensité du courant)

tel que F, solution (1.9), minimise la fonction coGt, c'est & dire vérifie les contraintes suivantes :
r 7

———— e

=\5

i

~
o

e
- B c_sncl,ucTe,ur mep -

J t B merielien % 3

(1.10)

nul ou le plus petit possible

\Lmaw

> courant total é 1 défini précédemment
max

Remarque 1

On peut présenter le probléme ci-dessus sous une forme équivalente, parfois numériquement plus

commode.
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Nous pouvens permuter lo condition aux limites sur r? et la premiére contrainte, Alors le pro-

bleme s'exprime comme suit :

Chercher J, tel que F, solution de :

e el ( ’;}z grcu:l F ) = e J clems 2.

~4 F—-
(l”) E’ %’; - B (J)Conduct'w = B mer'lcl.t'an AU ’—’i .

F=o /SIJ"',—;.

Vérifie les conditions suivantes :

} F esf' c.onsfant Sur {; c,t_ elgaﬁ C?L g -

S

L fa)de < e

Remarque il

De la fagon dont est défini le courant J dans les problémes ci-dessus, on constate que les

conducteurs occupent tout l'espace compris entre le plasma et la coque.

Si 'on est amené & éliminer des conducteurs dans une zone, cela ne change rien mathématiquement

au probléme. 11 suffit d'imposer que le courant est nul dans cette zone.
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1l - FORMULATION DE PROBLEMES DE CONTROLE

1 - ETUDE DES EQUATIONS DU SYSTEME

Les équations régissant |'état du systéme sont essentiellement les équations (I.9) dont nous nous

proposons de préciser le sens et la formulation.

Une section droite du tore estrapportée aux axes Of , 03 , ob 03 désigne |'axe du tore,

24

-t
Le plasma occupe le domaine (connexe) .ﬂ.] de frontigre r] , la coque a pour frontigre )O' et

le domaine L1 compris entre rO et |—] est vide & |'exception des conducteurs éleciriques dont

I'implantation nous intéresse particuligrement. On observera donc que :
1 - _— -
URY fi = P = p >0 dans LU T,

Les équations d'état (1.9) sont en fait & compléter par la condition suivante qui exprime que la
et
circulation de B le long de r] est égale & I'intensité totale | du courant dans le plasma (I est

connu = J-IBMICIE ): (D)
f

j Ev[cle ? ob = i},;asmu.—i clB = He JPCIX = I
n

h L3y
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soit en ferme de F

(1.2) j 4 3F AL - 1.
r f v

Pour donner une formulation variationnelle de (1.9) (11.2) on introduit {'espace de Sobolev :

ve L), 2 3 ¢ [*(n) |

H"(ﬂ):% 5 ,az |

qui est de Hilbert pour le produit scalaire :

o

o - 330 (353

Qs
oM
o

ol {f, g) = Jﬁ ,F(f,}).j(f,}).clf‘clé.

i . . .
On considére le sous espace V de H (fL) formé des fonctions nulles sur r’O et qui sont
consfcmtes sur r {au sens des théorémes de trace, cf, Lions-Magenes [1] ; V est fermé dans

(.Q.), ¢’est un sous espace hilbertien de HI (.

On définit aussi sur V le produit scalaire :

deds

(11.4) g,u,v’ﬂ = j %taci.,u,‘ ca'caclwr
h n f

P
o3 !

ol %z;ac{,.,x,!. = V.l = fﬂ;
Ly

On vérifie que ﬂ 3 Bes? un produit scalaire continu sur V. Par ailleurs en vertu de (j1.1) ef de

{'inégalité de Poincaré,

S9!

greda dp dy 3 > ca) J At clpely.
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Ainsi (11, 4) est un produit scalaire hilbertien sur V et la norme associée [[ y ]] est équivalente &

{a norme " . ” -

Soit GeY ; multipliant (1.10) par G et intégrant sur {1 on trouve :

(i1.5) __Jf;_ 3!"&5’1. F. 3racl G cl.rol.a + J % _g_g LGdp - )rLOLJC?CLfdg

a fi

Utilisant (11.2) on voit alors que F est solution de (1.10) (I1.2) si et seulement si FeV et vérifie :

1.6 [F;Gﬂ __;_)AOJ J.G.clf.cl} + I.J G P
ey I

. . . 2 I
Utilisant le lemme de Lax Milgram, on voit alors que pour tout J donné dans L™ (£2) il existe

un F unique dans V, F = F (J) qui soit solution de (11.5) (ou {1.10) (11.4)).
Nous rappelons la terminologie usuelle en contréle optimal,

. J est le contréle

. F=F {J) solution de (i1.5) est la fonction décrivant I'état du systeme,

11 - FORMULATION DES DIFFERENTS PROBLEMES DE CONTROLE

Rappelons que le but poursuivi est la recherche de courants J répartis dansﬂ, tels que la

dépense de courant ne soit pas excessive et que, autant que possible :

1.7 _'é_g% = By, (c(onme‘) suoe [, .

On peut mesurer le colt du courant soit par son intensité totale, J |3 | le:l} soit par son
o
. . 2 . . P
énergie j J clf c)} . Nous opfons évidemment pour la seconde expression mathématiquement
[

préférable. Nous posons alors les probléemes suivants :

Probleme de Contrdle (PA) Méthode de pénalisation.

Soit A> O fixé. On cherche J€L2 (-Q.) qui réalise le minimum de :

(11.8) _% Jﬁ (%g_‘; — Bm)zcw -+ Jn chlfalé/.
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o F=F ().

Probleéme de Conirdle { Po )

On cherche JeLz(ﬂ}, qui réalise le minimum de :

11.9) Jg J oi,r cl}

L

parmi toutes les fonctions J telles que :

(11.10) :é,__ P_B_E;_*” = B, sor [,

On a les résultats suivants :

Théoréme 1.1

(i) Pour tout A » 0 fixé, le probléme P~ posseéde une solution unique définie par le

contrble Ja et I'état F‘?i

(i7) Le probleme { Po } posséde une solution unique (ccnrréle Je . état Fa

(iii) Lorsque A..,,. o
- = 2 = - 4
JA —_ dg cicms L (n) ; Fi\ — F dans H ().

Démonstration

{i} Par application des théorémes de régularité pour les problemes elliptiques (cf. Agmon-Douglis-

Niremberg [ 1] , Lions-Magenes [_]] ), on voit que ['application affine.

. J . F = F(J)
2 2 - s B
{ (£1). Por application des théorémes de traces, 'application

£)) dans H

est confinve de L

4 2F
?3‘7"—'4

est confinue de H2 (£1) dans H}é( {I]} et donc L2 { r}). L'application

Fros

2F

J
1.12) > qu

=ofM
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est done continue de L2 (L1} dans L2 ( r])

Il en résulte aisément que la fonction colt en (11.8) est convexe continue en J ; elle est aussi
strictement convexe, et tend vers 4+ o lorsque 1T | Lc(_"{')"‘o : Elle atteint donc son minimum
sur L’z(_ﬂ) en un point unique, :]—:_\ . {cf. J.L. Lions [3] }. On note F—R la solution
correspondante de (il.5).

(if) L'ensemble des contréles admissibles pour (Po) est I'ensemble desJ€L2(.Q.) tels que (11.10)
soit vérifié : cet ensemble n'est pas vide, En effet il existe des fonctions F dans H2 (L2 telles
que :
Flp =4 ; 3F
d

P / ’—QIE = me

Cette fonction F vérifie la condition

’,

JilECLE:I
rn £y

o0 ==
1) p.10), Soit & présent 8 une fonction 7w Q , égale

d'aprés la définition de | (cf. note
& 1 dans un voisinage de F p et & 0 dans un voisinage de f' 0 On vérifie aisément que BF est un

état admissible et que :

= 4 v 4 o
J = chv_FcXc Q(GF)_

est un contréle admissible pour ( Po )(1)

L'ensemble des contrdles admissibles est convexe fermé d'aprés (I1.12). On démontre comme en (i)
['existence et I'unicité d'un contréle optimal ici noté J o (cf. Lions LSJ )y; F, estlasolution

de (11.5) pour J = To .

(iti) Par définition de J—A

(1.13) %jr(%%% - Bm)zclﬁ .,_L(j_a)zclyclz, QLIT‘,IUT A}‘

Cela montre que la suite j—;\ est bornée dans L2 {LL) lorsque Ao , et que :

(1.14) J (4_ 3 Fa _B,m)z e < ¢
AN

(I)L’existence de contréles admissibles pour (Po) résulte aussi de (jii)
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1l existe donc une suite A; -~ 0, telle que JH.;’"” j* dans L2 (L1 faible ; d'apres (41,11},
{(11.12)

Fl. v F(3.)

dans H2 (£1) faible, et

DFac 4 >F0)
Y R

dans L7 ( [')) faible. D'opras (11.14),

A, 2F(3x) B,
Y

ce qui monfre que J g est un contrdle admissible pour ( F,). Par ailleurs, d'aprés (11.13) :

(1.15) [ (

@) drdy <« Lt J (Tau) dply

A ( - O
< Lom swp { ( Ta; )L ch cly < (i,) ) ch cté/
Al O ..i_n_ 0
Ainsi 3* est contréle optimale pour ( fo ) et par H'unicité, Jy = To . On vérifie encore
que la suite 53

tout entigre converge vers 3‘, dans L2 {LL) faible (raisonner par |'absurde).
Utilisant encore (11.15) avec Jg= Jg ), on voit que :

Lg‘:faf ddy — | (%) dedy

ce qui montre que :

clams L{ (-Q-) fort .

Ensuite (11.11) donne :

Fa o

o
O
Q.
[
3
W

&

H (Q) Fort.

La démonstration du théoréme est achevée,
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Remarque 1.1

Le contrdle optimal peut-&ire caractérisé par les relations usuelles d'exirémalité faisant interveni
I'état et I'état adjoint ; cf. BoujotMorera~Temam [4] ol l'on trouvera |'étude numérique des

problémes de contrdle précédents.
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111 - AUTRE PROBLEMES DE CONTROLE
LA METHODE DES MOINDRES CARRES

Nous voulons développer ici une approche différente du probléme qui est moins classique du point
de vue de la théorie du conirdle, mais qui permet de metire I'accent sur cerfaines quantités utiles

en physique,

L'étude qui suit est limitée au cas ol les courants circulent dans des conducteurs ponctuels dont le

nombre NC. et la position (fi;ﬁi } ,i=4,... Nc. , sont fixés & priori.

I - UN AUTRE CHOIX DES EQUATIONS D'ETAT

2F - B
DY
nt la condition F =

Comme il a été indiqué & la fin de lo section |, on peut supposer que :

ol

est exactement vérifiée sur r] et chercher & réaliser au mieux ou exactem

o

constante sur r] .

Pour préciser (1.11), on introduit 'espace :

an. W = { v e H’l(n) | v =0 sur Iy },

qui est un sous espace hilbertien de H1 (£1), et qui est aussi de Hilbert pour le produit scalaire
(1 -
Remplagant F par é , on voit que le probleéme (1.11) est équivalent au probléme variationel.
(11.1) Trouver ¢ = & (J) dans W tel que
[e.¥])= - [ peavelds o J Bn Y | Yy¥ew
Ja P

L'existence et l'unicité de % découle donc du femme de Lax~Milgram,

Dans cette nouvelle approche J et % {J) constituent le contrdle et 1'état associé ; (1.11) et (1i1.2)

canstituent les équations d'état.

Il - UTILISATION D'UN DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER

On considére une suite de fonctions Wn définies sur la frontiére r 1+ qui sont linéairement indé-
I P 2
pendantes et dont les combinaisons linéaires finies sont denses dans L™ ( F]) On prendra par

exemple dans les applications les fonctions :
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(111.3) Wn = Wn(IS) = Cos 2nIl e n=:0,4
L

ol s désigne I'abscisse curviligne sur F1 , et L la longueur totale de r‘]_

Pour tout n, on appelle Vi la solution du probleme mixte,

fcl.x’«r(%& ?mcl‘d‘n) =0 cdams O,

(.4
Yn = o0 Al ro s

i D) \S—V\_ —_ an ,,ALUL r1
¢
Le probleme (I11.4) est équivalent au probleme variationnel (111.2) dans lequel J =0 et Bip=Wy :

(111.5) Trouver Vn EW tel que

[Va,v] = erm.vclﬁ L fveW

L'existence et I'unicité de Ve découle encore du lemme de Lox Milgram,

On appelle tf n la trace sur r] de v . Onale:

Lemme {11.1

4
(i) L'espace fermé engendré par les fonctions v, et I'orthogonal de Ho (L)) dans W muni du

produit scalaire [[ , D .

(ii) Les fonctions C?n =V, l I sont linéairement indépendantes et forment une partie totale
4

del? ().

Démonstration

(i} Considérons une fonction v de W telle que :

[\r,\rn]].-.o, Y m
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Alors, d'apras (1V.3),

[ w,v df =0 VY.
1

A
d'aprés la définition des Nﬁ , Y est nul sur r et comme V = O sur FO" on a bien Ve H o(ﬂ)

1

m m
{ii) Supposons que % A", 0}7" = O . Alors la fonction V"= E :\n-vn vérifie d'aprés

(1.2).

th’«r (_"éz %tack, ¥ ) = 0

(1.6

e Sy,

V¥ =9 Hur [ et r,

*
ce qui eniraine que vzl , ef

m
LA . Z An IV
F riz4

tau"
o= ’An"fn:::o
Nz

AR P R4 4
Comme les W, sont indépendants, Ay=.. = Am=0, et les (fn. sont donc aussi
indépendants,

i .
il résuite enfin du point (i) que les combinaisons linéaires des C?n sont denses dans H /2 (ﬂ )

(= espace des fraces sur ,{4} des fonctions de W)}, et elles sont donc denses dans L2 { r.() -

Faisons & présenf"\;: Vi dans (I1.2), et V= 47‘ dans (111.5). 1! vient

{11.7)

[5.%]

....( J\fn ci.ct - r Bm.vnc}_ﬁ.
Rt

(1n1.8)

[—

[v.3]

W, ¢ dE =J +w, ol
I

1
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Si la fonction %? est constante sur r 1 (comme on le souhaite), % = ¥ sur PI’ alors la

derniére relation s'écrit :

.9 &Vn. $¢] = ¥ J W dP
f

i

Par comparaison de (111.7) et (111.9) on tire:

i

i11.10) jr B.v, ol _ \(jr W, b = P"j Jvndo | Vo

Supposons réciproquement qu'il existe un nombre réel X tel que les conditions (111.10) soient

vérifiées pour tout TL . Alors utilisant (1.7} et (111.8) on voit que :

Jr $w, o :J Ywo.dl ¥ a

f

En raison des propriétés des Wn. cela implique :

4. $ ) - Y.

Ainsi les relations (I11.10) sont, au sens précédent équivalentes a (111.11),

11 - CAS D'UN NOMBRE FINI DE CONDUCTEURS

On suppose comme indiqué au début de cette section que le courant J est réparti entre .N',;
conducteurs ponctuels placés en des points (f’, , 5.) fixés. L'inconnue (le contréle) est |'intensité

ieme
14 parcourant le o conducteur, X = 4,.... N ;

La fonction P peut encore &tre définie mais plus sous la forme variationnelle (111.2), On utilise

& nouveau (1.11) qui devient :
Ne
Pctw(/?lz quae ) = )40;’. T 8 0p-pu) - 8(3-30) olamsg,
g:}; = DBy . _Aur [

= o. _Au I
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L'existence et l'unicité de P résulte par exemple de Lions-Magenes [1] ; P est analyti-

que dans {1 en dehors des points ( f,( , j“).

Si nous supposons les fonctions 'W,, continues sur r] , les fonctions  V}, seront continues sur

0, et les relations (111, 10) seront valables,

La condition C}f: Y sur r ) sera réalisée si et seulement si

Ne

{ -
(11.13) jr Bm.\fndﬁ - b/j vnclﬁ = o g Id Vn(fq,gd),‘?n

Ainsi les relations (11].13) se présentent comme un systéme linéaire infini pour les N +4

inconnues que sont X, 14 PR I N -
On peut se limiter aux N premigres relations (111, 13), ce qui signifie que I'on remplace (111.11)
par :

(111.14) j (%_X)W’n e =0, =4

f

Les équations (111,13} pour m=4, ... 3 N, constituent un systeme linéaire surabondant pour les
inconnues X, ]_4 U 1 N ( N> _N‘C-M ) et on propose de résoudre le systéme par une méthode

de moindre carrés. Cela revient & minimiser la fonctionnelle :

Ry A )?
‘ Zl Bl ol _ xjﬁwn clﬁ_yog LV (5. 3) |

Nxd

{1 s'agit donc d'un probleme de contrdle optimal beaucoup plus rudimentaire que les problemes
envisagés dans la section |1, Toutefois le probléme considéré ici fournit des informations trés

utiles sur les harmoniques de la solution optimale. 5
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IV - RESOLUTION NUMERIQUE

ORIENTATION
Nous signalons ici la résolution numérique du probléme de contrle décrit dons 111,

Pour résoudre la suite des N problémes,

dov (/sz ca‘wcl F) = 0 dams a

Fir,b =0

4 2F = wh Wy = - N-
? >y = n h:: ,“rn—Cos%f’Cn_E,n-o,-- 1

Nous avons utilisé un programme d'éléments finis dd & Terrine et Meurant

Nous donnons quelques exemples pour une configuration droite donnée et une décharge fixée dans

le plasma.
Sur chaque page nous avons :

. Le schéma indiquant la position des conducteurs,
. La courbe de B méridien,
. Les différentes approximations de B méridien,

. La valeur des intensités dans chacun des conducteurs.
L'étude numérique des problémes de contrle décrits en il fera {'objet d'un travail ultérieur,

Toutefois, de nombreuses techniques numériques déve loppées ci~aprés (implémentation de la
méthode des éléments finis, calcul numérique de certaines intégrales de surface, ...) constituent

déj& une partie significative des travaux numériques ultérieurs,
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QUELQUES RESULTATS NUMERIQUES

On donne les caractéristiques de |'expérience numérique simulée :
Le Tokomak est un tore de grand rayon R=130cm
Le plasma a une section droite elliptique

Cette ellipse a pour caractéristiques a=18 em
b=10 em

Lo décharge électrique dans le plasma

est de =100 kilo Ampéres

La répartition du champ méridien (donné) a été calculée dans cette ellipse suivant une formule

établie par MASCHKE.

—
Le B méridien est représenté sur les courbes suivantes. L'origine sur la frontiére r] a été choisie
comme indiqué dans le schéma ci-dessous :
asce du z‘ore.

i

-

OYIGINE

Sur chaque feuille nous donnons la triangulation choisie, la place des conducteurs, avec leurs
_—
numéros. Bm est calculé avec quatre fonctions de bases.

Pour chaque conducieur, la valeur de |'intensité est en kilo Ampére.
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PROBLEMES DE STABILITE NUMERIQUE POSES PAR LES
SYSTEMES HYPERBOLIQUES AVEC CONDITIONS AUX LIMITES

J.J, SMOLDEREN

Directeur de 1'Institut von Karman

Professeur 4 1l'Université de Licgge
l1. Introduction

Un certain nombre de questions importantes de mécanigue des
fluides font intervenir des équations et systémes aux dérivées partiel-
les de type hyperbolique, Citons, en particulier, les écoulements in-
stationnaires de fluides compressibles non visqueux, et les &coule-
ments supersoniques stationnaires, Il faut signaler aussi gque le trai-
tement numérique de problémes stationnaires complexes nécessite sou-
vent une approche évolutive, naturelle ou artificielle, dans laquelle
1'état stationnaire est obtenu comme limite d'une évolution insta=-
tionnaire 4 partir de conditions initiales choisies plus ou moins ar-
bitrairement., En 1'absence d'effets dissipatifs, une telle approche
conduit également & des systémes différentiels hyperboliques.,

La plupart des problémes hyperboliques rencontrés en méca=
nigue des fluides font intervenir des conditions aux limites imposées
aux frontiéres du champ d'écoulement, Par exemple, la conditicn d'an=
nullation de la composante normale de la vitesse, imposée en chague
pcint d'une paroi sclide,

Dans le cas des écoulements supersoniques stationnaires, il
est généralement possible d'identifier des conditions d'entrée ou
d*amont, qui jouent le méme r0le que les conditions initiales de pro-
blémes instationnaires, et des conditions latérales, souvent imposées
sur des lignes de courant, qui peuvent 8tre assimilées aux conditions
aux limites de ces problémes.

La solution de systémes hyperboliques par la méthode des
différences finies peut &tre effectuée explicitement, en progressant
de proche en proche suivant la variable temporelle dans les problémes
instationnaires, ou suivant une variable spatiale convenablement choi-
sie dans le probléme supersonique stationnaire, Les méthodes partiel-
lement ou totalement implicites, qui nécessitent & chaque &tape, la
solution d'un grand systéme algébrique d'équations couplées, ne seront
pas abordées dans le présent travail,

Il est connu gue la methode de progression explicite conduit
souvent & des instabilités numériques, Il est donc trés utile, en pra-

tigque, de disposer d'un critére permettant de vérifier si un schéma
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aux différences finies sera stable ou non, Lorsgu'il s'agit d'équa-
tions ou de systémes aux dérivées partielles linéaires a coefficients
constants, traitées par un maillage uniforme et en l'absence de con-
ditions aux limites, la guestion est résolue par l& condition néces~
saire classigue de von Neumann (Ref, 1), concernant le module des
valeurs propres de la matrice d'amplification de modes de Fourier nu-
mérigues, Un certain nombre de conditions suffisantes ont &té &tablies
(Ref, 2) et Kreiss a €tendu la théorie de la stabilité aux systémes
linéaires & coefficients variesbles (Ref, 3). Les problémes non liné -
sires sont évidemment beaucoup plus ardus et 1'étude de leur stabilité
ne peut €tre sbordée gu'aprés une linéarisation par rapport a de pe~
tites perturbations,

Le critére classique de von Neumann ne s'appligue pas, en
général, aux problémes gui font intervenir des conditions aux limites,
parce gue les modes de Fourier considérés sont le plus souvent incom=
patibles avec ces conditions,

De nombreux exemples ont d'ailleurs illustré le fait gque des
instabilités peuvent se manifester dans le traitement de tels problée
mes, méme si le schéma aux différences utilisé satisfait largement le
critdre de von Neumann, confirmant ainsi le point de vue adopté par
Moretti {Ref, 4) au cours d'une longue controverse au sujet d'insta-
bilités rencontrées dans le traitement des éguations de la mécanique
des fluidess

La présente note est consacrée & cet aspect de la théorie de
la stabilité numérigue, L& variété des types d'instabilité induites
par la présence de conditions aux limites sera illustrée par des exem-
ples et une importante condition nécessaire de stabilité sera exami=-
née d'un point de vue élémentaire, sans prétendre & la rigueur mathe-
matique. Ces résultats peuvent &tre d'ailleurs justifiés rigoureuse=
ment en faisant appel & la théorie de Godunov et Ryabenkii {(Refs., 5 et
6l

Il est important de réaliser gu'un calcul explicite, de pro=-
che en proche, nécessite souvent des conditions aux limites plus nom=-
breuses gue le probldme physigue considéré ou gue le systéme aux dé=
rivées partielles gqui le représente. En effet, 1'utilisation de sché=-
mas de discrétisation d'ordre de précision supérieur au premier pour
le traitement des dérivées spatiales, nécessitera toujours l'intro=
duction de conditions aux limites additionnelles de nature essentiel-
lement numérique. Le choix de ces conditions reste arbitraire dans
une large mesure, méme si l'on satisfait aux exigences de la précision.

Mslheureusement, un cholx apparemment raisonnable peut con-
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duire & des instabilités imprévues, si courantes en analyse numérique,

D'autre part, de nombreux problémes de mécanique des fluides
tels gue les écoulements en conduites et les écoulements en champ in-
fini, requifrent l'introduction de conditions d'entrée et de sortie
ou de conditions représentant le champ & grande distance., De telles
conditions, qui représentent, dans besucoup de cas, des approxima-
tions plus ou moins grossiéres, ne sont pas entidrement définies par
des considérations physiques et leur choix reste donc également ar~
bitraire, dans une certeine mesure, Il faut donc s'attendre & 1l'appa-
rition de problémes de stabilité analogues & ceux gui sont introduits
par les conditions additionnelles,

L'utilité d'un critére de stabilité permettant d'orienter le
choix des conditions additionnelles et des conditions & l'entrée, & la
sortie et au large, est donc évidente,

L'intérét d'un tel critdre ne se limite d'ailleurs pas au
choix de conditions aux limites numériques ou mal définies, comme le
montre l'exemple du paragraphe U, ol des conditions aux limites natu-

relles créent des instabilités, le schéms utilisé étant du premier

ordre et stable au sens de von Neumann.

2, Stabilité numérigue en présence

de conditions aux limites

Les aspects essentiels du probléme de la stabilité du trai-
tement numérique des problémes aux limites pour les éguations et sys-
témes hyperboliques linéaires & coefficients constants, peuvent &tre
mis en &vidence en traitant le cas le plus simple d'une équation &
une seule fonction inconnue de deux variables indépendantes t, x. Le

domaine considéré sera défini par
t > 1y xg < x < X
et un maillage uniforme sera utilisé, les points mailles &tant

b, = tg + kit {(k = 0,1,2,...) et x. = xg + jax (3

#

0,1,2,000,0)

koL .
uj désignera la valeur approchée de la fonction inconnue au point
(tk,xj) du maillage,

Des conditions initiales seront donnees en t = tg, ce gui se

. P . -
traduira, généralement, dans la version discréte, par un certain nom=-
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bre de relations liant les valeurs de u% pour k = 0,=-1,-2, etc,

Des conditions asux limites seront imposées soilt pour x = xg,
soit pour x = X et méme,dans le cas général,en ces deux points fron-
tiéres.

L'snalyse classique de von Neumann est basée sur 1l'étude de

solutions particulidres de l1l'équation discrétisée & variables dis-

cretes séparées, du type
u? = (const) p*rY (2.1)

Les modes de Fourier discrets analogues des composantes de
Fourier d’une fonection d'une variable continue, s'obtiennent en rem-
plagant X par les exponentielles complexes

inn
A, = exp (=) (n = 0,1,2,ess, ) (2,2)
11 en résulte un systdme complet de fonctions discrétes pour le mail=
lage spatial considéré,

Pour gu'une expression, & variables séparées, du type (2.1)
soit soclution de l'éguation linéaire sux différences finies, obtenue
par discrétisation de l'équation hyperbolique proposée, p et X doivent

satisfaire une relation algébrigue :
F{p,A) = 0 {2.3)

Cette relation caractéristique du schéma de discrétisation s'obtient
en substituant l'expression (2,1) dans 1l'éguation aux différences fi=-
nies {aprds élimination d'un feacteur commun oklj).

Le critére de von Neumann s'obtient en remplagant A par les
valeurs (2s¢2) dans cette relation et en exprimant que toutes les va~
leurs correspondantes de 1'amplification temporelle o ont un module
inférieur & {1 + o(at)},

Ce e¢ritére n'est cependant pas géneralement applicable, en
présence de conditions aux limites, car les modes de Fourier (2.1),
{2.2) ne sont compatibles qu'avec des conditions aux limites homogénes
trés particuliéres,

Hous devons donc rechercher d'autres familles, aussi complé-
tes que possible, de solutions simples compatibles avec les conditions
aux limites homogénes du probléme et &tudier leur comportement, borné
ou divergent, en fonetion de la variable discrte k qui définit 1'évo-

lution du calcul,
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Nous n'envisageons gue les conditions aux limites gui peu-
vent s'exprimer par des relations linéaires et homog@nes, & coeffi-
cients constants, liant les valeurs de u en guelques points du mail-
lage voisins de la frontiére, A la frontiére x = xg, ces relations

seront de la forme générale

BT 31
k-2
Tz iy U3 =0 (k = 1,2,004) {2.4)
j=0 &=0

Les coefficients ajz sont donnés et j;, %) représentent des entiers
dépendant de l'ordre de 1'équation différentielle &tudiée.,et de 1'or-
dre de précision de la discrétisation,

Les relations imposées 4 la fronti€re x = X seront de type

analogue :

j2 &2

k=1 _ _
T I bjk uy_y = 0 (k = 1,2,v04) (2.5)
j=0 =0

I1 est évidemment toujours possible de combiner des solu-
tions & variables séparées, de type {(2.,1), correspondant 3 la méme
veleur de p, de fagon & satisfaire certaines relations du type (2.4}
ou (2.5), pour toutes valeurs de k.,

En effet, la relation caractéristique (2.,3) considérée,
pour p fixé, comme une équation algébrique en A, possddera un certain
nombre de racines X, Az, seey Ay T Etant le degré de 1'équation (2.3)
par rapport 4 X, Ces racines seront, en géné€ral, des fonctions du para-
mdtre p. {Nous n'examinerons pas le cas des racines multiples),

Dans le cas simple examiné ici, r sera le produit de l'ordre de 1'éguaw

tion hyperbolique par l'ordre de précision de la discrétisation uti-

lisée,
Une combinaisocn de la forme
k k 3 d
* = L B 2 + -
us = p (A1ay + AAL) {(2.6)

sera solution de 1l'éguation aux différences finies, et la substitution
de cette expression dans des conditions de la forme (2.4), (2.5) four=
nirs une relation entre les constantes arbitraires A,

Le processus numé@rique ne sera donc possible et déterminé
que si le nombre de conditions aux limites (2.4), {2.5) est égal & r.
En particulier, ce nombre devra 8tre supérieur I l'ordre de 1'équa-

tiony si la discrétisation utilisée possdde une précision d'ordre su=
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périeur & lfunité,.

Admettant gue nous ayons ainsi choisi r conditions aux limi-
tes adéquates, l'expression (2,6) sera solution de notre probléme ho=-
mogéne, &4 condition que les r constantes 4 satisfassent un systéme al-
gébrique de r équations linéaires homogénes, Une solution non triviale
n'existere done que si le déterminant du systéme est nul, condition
qui fournit une relation algébrigue liant p, Xj, ssssy Ape Or les Ay,
sees Ao, racines de 1l'éguation (2.3) sont des fonctions algébrigues,
généralement implicites de p, de sorte que la condition de compatibie-
1ité peut &tre ramenée 4 une éguation algébrique, généralement trés
complexe, en p, Les racines o, de cette éguation peuvent Stre consi-
dérées comme des valeurs propres pour notre probléme homogéne, Les va=-
leurs correspondantes de A: Av y vevy er permettront alors de con-
struire des solutions de type {(2.6) compatibles avee les r conditions
aux limites (naturelles et additionnelles).

Une condition nécessaire de stabilité tout & Fait analogue
& celle de von Neumann peut donc en &tre immédiatement déduite, en ex-
primant tout simplement gue les amplifications temporelles °, des mow=
des compabibles possddent un module inférieur & {1 + 8{at)}.

En général, les modules des valeurs correspondantes Avq
(g = lyesapr) de X seront différentes de 1'unité, de sorte gue le nou-
veau critdre de stabilite ne pourra &tre entiérement €quivalent au
eritére de von Neumann, En fait, il est souvent plus restrictif comme
le montreront les considérations et les exemples gui suivent,

L'application concrdte du critére présenté parsit cependant
conduire & des difficultés algébriques pratiquement insurmontables,

En effet, l'existence simultanée de conditicns aux limites en x = Xxg
et en x = X introduit nécessairement des termes en qu dans le déter=-
minant du systdme algébrique des constantes A, L'€guation aux valeurs
propres o possdders donc un degré croissant trés rapidement avec N,
nombre qui est, en principe, tré&s élevé, Une &tude asymptotique, pour
N tendant vers 1'infini, semble donc en particulier, présenter des
difficultés transcendanies,

Les développements gui vont suivre tendent & montrer gque la
situation n'est pas aussi inextricable, grice & une propriété fondaw
mentale, en vertu de laguelle le nombre des modes compatibles insta-
bles éventuels est toujours limité, qguel gque soit le nombre N des

mailles,
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3. Modes instables de frontiére

Les modes compatibles avec les conditions aux limites for-
ment une famille analogue & celle des modes de Fourier et gui compor-
te le méme nombre d'éléments, nombre gui tend d'ailleurs vers 1l'infi-
ni avec le nombre de mailles N, Les propriétés de cette nouvelle fa-
mille sont cependant beaucoup plus complexes que celles des modes de
Fourier ortho-normés, En particulier, les coefficients de la représen-
tation de conditions initiales gquelconques comme combinaison linéaire
de modes compatibles, peuvent présenter des comportements anormaux
lorsque N tend vers 1'infini, L'utilisation de ces modes en vue de la
représentation générale des solutions des éguations aux différences
finies est donc peu commode,

Dans 1'étude de la stabilité, nous pouvons cependant nous
limiter & 1'examen des modes instables éventuels [|p] > 1 + 6{at)) et
nous allons &tablir gue le nombre de tels modes est toujours borné,
quel que soit le nombre des mailles N & condition que le critére de
von Neumann soit satisfait, Cette propriété fondamentale, qui simpli-
fie considérablement l'analyse de la stabilité en présence de condiw
tions aux limites, découle d'un découplage remarquable gui se mani-
feste, pour N + =, entre les influences des conditions aux limites
appliquées aux différentes frontiéres,

Nous allons tenter de donner une justification plausible a
ces conclusions, sans entrer dans les détails algébriques,

Remarquons, tout d'abord, que la relation caractéristigue
(2,3) fait correspondanre & chague point du plan complexe i, un cer-
tain nombre de points du plan complexe p, Le critére de von Neumann
peut €tre interprété de la fagon suivante: les images des points du
cercle unitaire |A| = 1, lieu des points représentatifs des modes de
Fourier spatiaux, doit nécessairement &tre contenu (& la limite At~ 0),
dans le disque unitaire |p] < 1 du plan p,.

Les r valeurs de X correspondant & un mode instable
(lp] » 1) ne peuvent donc &tre de module unitaire, ce qui permet de
les classer en deux groupes suivant gue leur module est inférieur ou

=

supérieur 4 l'unité :

|Ai[ <1 pour i = 1, eew, S} Ixi[ > 1  pour i = 5+1, ceey T
Il est facile de voir gue le nombre s des A de module inférieur & 1'u-
nité est indépendant de p, pour |p| > 1. En effet, ce nombre ne peut

varier gue si un point représentatif de p traverse l'image du cercle
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unitaire [i| = 1, ce qui est impossible tant que le module de p reste
supérieur 4 l'unité, en vertu du critére de von Neumann,

Cette remargue nous permet d'évaluer le nombre s dans un cas
particulier, et le passage & la limite Ip[ + o conduit le plus rapide=
ment au résultat.

En effet, la relation caractéristique (2.3) (non réduite au
méme dénominateur) comporte des termes en p et en les puissances de %,
et une série de termes faisant intervenir des puissances positives de
X et de %. Lorsque p tendra vers l'infini, certaines racines X ten~
dront vers 1'infini et d'autres vers zéro. Ce sont ces dernidres qui
nous intéressent car leur module sera nécessairement inférieur 4 1'uni-
té, La multiplicité de ces racines est évidemment €gale & la puissance
la plus élevee de % gui apparalt dans la relation caractéristigue non
reduite,

Or cette puissance représente le nombre d'indices inférieurs
i J apparaissant dans l'éguation aux différences finies correspondant

a la maille (k,j}. Cette équation fait donc intervenir les valeurs

. . . . [
uJ_S, u3~s+l’ evey uJ, u3+l' tes
I1 est clair gque le nombre de conditions reguises & la
frontidre x = xg pour deéterminer le processus numérigue sera é€gal & §.

Hous pouvons donc conelure gue pour chague valeur de p de module supé-
rieur a 1'unité, qui pourrait fournir éventuellement un mode instable,
correspondent des valeurs de A de module inférieur & 1'unité en nombre
€gal au nombre s de conditions a imposer en x = xy et des valeurs de

% de module supérieur & 1l'unité dont le nombre r-s est égal & celui
des conditions & impeser en x = X,

Essayons maintenant d'imaginer la configuration du détermi=-
nant du systéme linéalre de r équations & r inconnues Ay, veey A qui
s"obtient en écrivant gue le mode considéré {2, ) satisfalt les r con=-
ditions aux limites, Ce déterminant peut €tre décomposé suivant le

schéma suivant :
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s colonnes {r-s) colonnes
pour pour
Al . s AS AS*}. e AI’
I 11

s conditions termes en

en X = Xg AL ees A termes en
s A

s+1* " Ay

IiI Iv

. termes en
{r-=s} condi

- X R termes en =0 (3.1)
tions en 1 #2 7y
X AN RH
X = X, = +1* ** r
¥ etc. s+l
ete,

Lorsque le nombre de mailles tendra vers 1'infini, les termes du
bloe (IV) domineront tous les autres, puisgue les modules des

A1t vov Ar sont supfrieurs & 1'unité. Si nous développons le dé-
terminant par la régle des mineurs associés, en utilisant les déter-
minants (sxs) formés & partir des premidres colonnes et des détermi-
nants (r-s)x(res) formés & partir des r-s des autres colonnes, le

terme principal sera €videmment
{déterminant (I)} x {déterminant (IV)}

Tous les autres produits seront négligeables par rapport & ce terme,
pour N » =, car ils feront intervenir un déterminant {(r-s)x(r-s) qui
comportera moins de r-s lignes comprenant des termes dominants en
N I
Agp1r *von Ar'

A la limite N » o, 1'équation qui définit les modes de fron-

tidre se réduira, pour |p| > 1, & la forme
{det(I)} x {det(IV)} = 0O

Les racines p seront donc obtenues en considérant séparément les

2 .
equations
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det (I} = O (3.2)

det (IV) = 0 (3.3)

La premiére ne fait intervenir gque les conditions aux limites en
X = Xy et la seconde les conditions aux limites en x = X, C'est la
propriété de découplage annoncée,

De plus, il est clair que les colonnes du déterminant (IV)

N N . ~
possédent des facteurs communs A vovy k{ qul peuvent etre sup -~

s+1?
primés (car les % sont de module supérieur & 1'unité, donc différents

de zéro). 11 en résulte gue le nombre de mailles N n'apparaiftra plus

dans la seconde eguation, de sorte gue le nombre de solutions

possibles de l'eguation en p est indépendant de N pour [p| > 1.

¥ous pouvons donc maintenant définir, du moins pour H - =,
des modes instables de frontiére pour la frontiBre x = x5 et des mo-
des instables de frontidre pour la frontidre x = X, Les premiers

seront de la forme

k _ & 3 3

U pr (X + s+ ALY {(3.h)
ou

fe] » 1, Pyl <1, seey A <2 {3 35}

Un systéme linéaire homogéne de s équations pour les s inconnues

Aly wwoy As s'obtiendra en exprimant gue les s conditions homogénes
imposées & la frontidre x = xg sont satisfaits, Une telle solution
non triviale ne peut exister gue si 1'éguation (3.2) est satisfaite.
Cette équation fournira les valeurs possibles de p et i.

L'existence de tels modes n'est pourtant pas garantie,
puisque les valeurs de p et A ainsi obtenues ne satisfont pas néces-
sairement les inégalités {(3.5).

En fait, la condition nécessaire gqui résulte de cette ana-
lyse est tout simplement la suivante: Il ne peut pas exister de mode
insteble & la frontidre compte tenu des conditions aux limites appli-
quées, C'est la condition de Godunov-Rysbenkii.

La définition des modes instables & la frontidre x = X est
tout & fait analogue, les modules des X} étant,cette fois, supérieurs
a 1l'unité,

Avant dfullustrer ces developpements par des exemples choi-

sis pour leur simplicité, il ne semble pas inutile d'insister sur les
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gifficultés algébriques posées par 1'étude des modes instables de
frontiére dans les applications pratiques,

Le fait que 1l'équation algébrique en p, dont le degré croit
avec N, se réduise pour les modes instables & deux &quations de de-
grés trés limités (s et r-s) représente, certes, une simplification
trés spectaculaire,

Néanmoins, la discussion paramétrigue, dans le plan comple-
xe, de solutions d'équations algébriques, méme de degré relativement
bas, en présence de conditions auxiliaires de type (3.5), présente
souvent des difficultés nettement plus considérables que la mise en
oceuvre du critére de von Neumann, Cette discussion nécessite souvent
l'utilisation d'un ordinateur et il y a lieu de craindre gu'elle ne
conduise, dans certains cas, & des temps de calcul non négligeables
par rapport au temps de calcul requis par la solution de 1l'équation

aux dérivées partielles,

L, Exemple d'instebilité induite par des

conditions aux limites naturelles

Considérons le systémes hyperboligue du second ordre pour

les deux fonctions inconnues u,v des variables t,x :

3u 3v _ v 3y _
EZM T I T (1)

Ce systéme est €quivalent & l'équation normalisée des ondes dans un
espace 4 une dimension,

Les conditions aux limites seront du type classique :
u {(ou v) donné aux frontidres x = xg et x = X (4.2)

Une discrétisation du premier ordre de précision peut &tre obtenue
par l'artifice suivant : deux combinaisons linéaires indépendantes
des équations {4.1) sont formées 4 1l'aide de deux constantes distince—

tes a, B:

3 (u+tav) + 3 (v+au) - 0 3(u+pv) + 3{vepu)
at 3x 3t 9x

Les dérivées par rapport & t sont discrétisées en utilisant des dif-—
férences avant, La dérivée par rapport & x dans la premidre &quation
sera discrétisée en utilisant &galement des différences avant, mais

des différences arridres seront utilisées pour la discrétisation,
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selon x, de la seconde éguation., Le schéma de discrétisation ainsi

obtenu s'écrit donc :

u. - u}.i + a(V}-{*l - Vk) k 5

k k
3 3 3 + c{vj+l - vyt a(uj+l - uj)} = 0 (b.3)
k+1 k kel k k 13 L4
uj - uj + S{Vj - Vj) + c{vj - vj-l + B(uj - uj-l}} = 0 (b, L)

ol ¢ désigne le nombre de Courant

>

t

G O —

X

La généralisation de la méthode de séparation des variables au cas
des systdmes discrétisés est immédiate et consiste & étudier des so=-
lutions de la forme

k

L3 i = J
uj ka . vj Ykk

Introduisant ces expressions dans les équations discrétisées et en

les résolvant par rapport & Uk+l et vk+l' nous obtiendrons
o
Bi+ = = (a+8)
afe 1 A
= - +
Uper = 11+ 555 b+ s -2)3 U +c o vy
a+B-ad- % C 1
Veep = € o U + {1+ == (2 =2 =3 v
La matrice d'amplification est donc donnée par
( g o Ba+ % - {a+B)
o e A —— it R
1+ popor: {(x > 2) c o
a+Begie = e 1
B ——— - -
S L+ oo (e )

Les valeurs propres p de cette matrice satisfont 1'équation caracté=

ristique du schéma (4.3), (4.b4) :

BA+ % - (a+B)

l aRe 1
‘l - p * por: (x * o 2) c =3
| -
8
aFBwoh= —
A c 1
¢ —3TF L-p ot gz (2ma- )
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Aprés gquelgues réductions, cette éguation s'écrit :

L .2)(1-p) - cz()\+%- 2) =0 (4,5)

Flpyh) = {1=p)2+ ep(a+ <

en posant

OBw=l

¢ = a~f

Remarquons que cette équation est réciprogue en A de sorte gu'elle

posséde pour toute valeur de p deux racines A, A, telles gue
Arp = 1 (4.6)

Si nous prenons, pour X, des valeurs exponentielles complexes du type

{2,2), la relation caractéristique s'écrirs
(1=p)? = 2cz(l-cos8)(l=p) + 2¢2(1l-cos8) = O (h.7)
en posant
o = im 2 {(n=0, 1, vo. N)
Le ceritére de stabilité de von Neumann exige gue le modules des ra-
cines p de 1l'équation (4,7) soient inférieures & 1l'unité quel que
soit 6,

Il faut donc gue le produit de ces modules soit inférieur
& ltunité :

|1 = 2cz(1l-cos8) + 2¢2(1-cos0)] <1

Cette condition doit &tre satisfaite pour toutes valeurs réelles de

8, ce qui implique
1
5 2 ¢lg=c) 2 0 {4.8)

Il faut également que le premier membre de (4.7) soit non négatir

pour p = +1 et p = <1, d'ou la nouvelle condition
y — heg(lwcosB) + 2c2{lwcoss) >0

pour toute valeur réelle de 8, Nous devons donc avoir
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2e(gme) < lmc? (L.9)

Cette inégalité est plus restrictive gue 1'inédgwlité gauche dans
{(4.8).
Le critére de von Neumann conduit donc, dans le cas suivant

aux deux inéquations

T > e, ¢

2r=c) < 1 (4.10)
Ces inéguations montrent que le critdre peut €tre satisfait
pour toute valeur positive du paramétre [, & condition de choisir un

nombre de courant inferieur 4 une certaine borne

pour O <z

§fA
oot

- ¢
c < Cm(C) = (b,11)

w721 pour ¢ > 1

Considérons maintenant les modes de frontiéres instables éventuels
qui pourrsaient résulter de l'application d'une condition naturelle du

type (4,2), par exemple
ulx,t) = £(t)} pour x = xg (L,12)

Les résultats s'appliqueront, évidemment, moyennant modifications
évidentes au cas ou V serait impose en x = X3, et aux conditions &
la frontidre x = X. La condition homogéne discrétisée correspondant

~

& (h,12) stéerit

ul o= 0 pour k = 1, 2, ese (L,13)
Pour toute valeur de p de module supérieur a llunite, 1l existera,

en vertu de (4,6}, deux racines i;, A, de la relation caractéristigue
telles que

(A1) <1< gl

Seul le mode correspondant a Xx; pourra &tre consideré comme mode de

la frontiére x = x5, en accord avec les conclusions de la section 3.

Ce mode s'éerira
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et la condition & la limite (4,13) imposera
Ul = 0
L'amplitude V; peut &tre obtenue & partir de 1'une ou 1l'autre des
équations aux différences finies (4.3), (4.4) (qui sont éguivalentes,
du fait que p, A; sont liées par la relation caractéristigue). Nous
avons, par exemple,

{alp=1) + c(Xxy;=-1)} v} =0

Un mode non trivial ne peut donc exister que si la condition suivante

est satisfaite :

a(p=1) + c{iy=1) = ©

Combinant cette relation avec la relation caractéristique (4.5), nous

obtiendrons

o 1 1
Ay T F » p= 1~ C(S - G.)
Ces valeurs définiront donc un mode instable pour la frontidre x = x4

& condition que

15l < 1, 1.3 - >

Une discussion compléte de ces conditions peut &tre effectuée dans le
plan o,B. Nous nous contenterons de démontrer ici gu'un tel mode in-
stable peut exister; méme si le critére de von Heumann, exprimé par

{ko11), est satisfait, En effet, considérons le cas ol

La condition de von Neumann sera alors satisfaite si

= At -
¢ =Fx = cm(l) =1

mais il existera un mode de frontiére instable avec A = %, p =1+ c:

X s
u'j = 0 v? = const, (l+c)k 279
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Cet exemple d'instabilité est évidemment surprenant puis-
qu’'il ne peut pes &tre attribué asu choix malencontreux d'une condi=
tion aux limites additionnelles plus ou moins arbitraire, Les condi-

tions du type (4.12) sont en effet tout & fait naturelles en physigue

et conduisent toujours & des problémes hyperboliques bien posés,

5 Instabilités causées par des conditions additiocnnelles

Les exemples d4'instabilités résultant d'un choix malencon-
treux des conditions aux limites additionnelles, requises par les
discrétisations d’ordre de précision supérieur au premier, sont trés
nombreux et il importe donc d'attirer 1'attention sur cette situstion
dangereuse, Nous allons donner ici un exemple itrés simple qui indigque
sans nécessiter de longs calculs la grande variété des choix "raison-
nables" de conditions aux limites additionnelles qui peuvent conduire
4 des instabilites,

A cet effet, nous examinerons l'équation hyperboligue la

plus simple:

9—;5=-§-§ (5.1)

que nous discrétiserons & l'aide du schéma du second ordre de préci-

soin proposé par Lax et Wendroff (ref, 2 et T} :

k+1 k c .k k \ C k k k
. - . T o= .. =W, - L atuL L =2u, .
uy uy 5 (u3+l Uiy s (u3+l Uiy uJ) {(5.2)
P - At
¢ designe le nombre de Courant e

On sait que ce schéma est stable au sens de von Neumann,
pour ¢ < 1, ce qui se vérifie d'ailleurs aisément en se reférant &

le relation caractéristique

2
o -1=-§—(A-%)+52—(A+i-2)=-§-3-§-}- ({1+c)a+1=c) (5.3)

Les conditions initiales et aux limites naturelles pour le

probléme hyperbolique dans l'intervalle spatial
Xg £ x < X
consistent & imposer u pour t = tg5 et pour x = X, puisgue les carac=

téristigues {x + t = const) de 1'éguation (5.1) sont orientées vers

les x décroissant pour t croissant,
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Cependant, comme 1'équation aux différences (5.,2) fait in=
tervenir des différences centrées, le processus numérique de progras-
sion ne sera défini, dans 1'intervalle (xy, X), que si 1'on impose
une condition additionnelle numerique en x = Xg.

Nous allons considérer des conditions de deux types diffé-
rents qui forment un ensemble assez général, Le premier type fait in-
tervenir les valeurs de u aux gquatre points (k,0), (k,1), (k+1,0),

(k+1,1) et seront de la forme

u%+l + £u§+l + mu§ +nu? =0 {5.4)

k+1
1
en fonction des valeurs ug, uj; et

En se servant de la relstion (5.2) on peut d'ailleurs éliminer u

. . k+1
et exprimer la valeur ilnconnue uo

uy; & 1'étape k.
Le second type de conditions considéré ne fait intervenir

-

que des valeurs & l'instant k + 1, et ces conditions seront de la

forme
+ + +
u}; 1 + ful; 1 + gu}; 1 = 0 (505)

De telles conditions additionnelles ne peuvent pas intro=-
duire des erreurs 0(l), ce gui détruirait la précision du calecul,

mais elles deviennent compatibles & 1'ordre O{Ax,At) & condition que

les sommes des coefficients des u soient nulles :
1+ 2 +m+n=20 1+ f +g=20 (5.6)

Appliquons maintenant la théorie générale de la section 3,
I1 ne peut y avoir au plus qu'un mode instable pour la frontiére

X = xg, Soit A, la valeur correspondante de
farl <1

Nous allons montrer que les valeurs de p et A; gul permettent de sa-
tisfaire les conditions (5.5) sont réelles et que cela est également
vral pour les conditions (5.,4) si la précision gu'elle fournit est

du second ordre 1.

Il faut noter que cette précision n'est pas strictement nécessaire

pour obtenir un résultat précis du second ordre,
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En effet, écrivons les conditions {5.4%) et (5.5) en y intro-
duisant l'expression du mode instable éventuel

ko_o ko3
uj = const o AI

Nous obtilendrons, respectivement,

0 + ZAp +m + uA = O {5.7}
et
1+ £A + gx? =0 {(5.8)

Si nous exprimons maintenant p en fonction de A, dans {5.7), en utili=-
sant la relation caractéristigue (5.3) du schéma, nous cobtiendrons
une équation du 3me degré en X :

3 2
azAj + azdy + a3k + ag = 0 (5.77)

En vertu des conditions de compatibilité (5.6), les éguations (5.,7")
et {5.8) posséderont une racine A, €gale & l'unité, gui correspond
d'ailleurs au mode trivial p = 1 que 1'on peut Eécarter, 5i nous exi-
geons, de plus, que la condition (5.4) présente une précision du se-
cond ordre, l'éguation {(5.7') devra posséder une racine double Xx; = 1,
Aprds élimination des facteurs {A;~1) dans 1'équations {5.8) et
(A;-l)z dans l'&quation (5,7') nous obtiendrons, dans les deux cas,

une éguation du premier ordre en A
prp + g = 0

dont ls racine = % est toujours réelle,

Il est facile de vérifier que le rapport % seras une fonction
rationnelle non coustante des paramdtres &, m, n, £, g qui définissent
les conditions additicnnellees considérées, Il existera donc toujours

des valeurs de ces paramétres pour lesguelles

[A1i={§- < 1

Ay étant réel, il en sers de méme pour la valeur correspondante de p
tirée de {5.,3). Nous aurons donc un mode instable si l'une des deux

inéqualités suivantes est Vvérifiées
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. M-l
p =1+ - [(l+c)A1 + 1 - c) > 1 ou

I1 est facile de vérifier que l'une de ces conditions sers satisfaite

(compte tenu de |A;]| < 1), si

c2-2+/i—3c2

- - = . B
1< T < A1 3 < —Ter1i] ¢ 1 (5.9)

(les inégalites extrémes résultent de la condition de Courant O <c< 1).
Nous n'entrerons pas dans les détails d'une discussion com=
pléte car les inégalités (5.9) suffisent & montrer qu'il existers
toujours des valeurs "raisonnables" des paramdtres £, m, n, f, g pour
lesquelles 1'inégalité (5.9) pourra &tre satisfaite et gqui conduiront
donc & des instabilités, malgré le fait gque le critére de von Neumann

est respecté,

6. Modes de frontiére non exponentiels

Kreiss a signalé (réf, 6) gue l'absence de mode instable- de
frontiére du type introduit & la section 3 n'est pas suffisante pour
assurer la stabilité, Il a pu, en effet, donner un exemple de solution
eroissante avec t, mais non exponentielle et a égelement établi un
critére plus restrictif gue celui de Godunov-Ryabenkii, qui tient
compte de l'existence de telles solutions,

Un traitement numérique de 1'exemple propose par Kreiss fait
apparaltre certaines propriétés remarquables de ces solutions crois-
santes et nous nous proposons de clarifier leur nature en utilisant
ces propriétés,

L'équation hyperbolique considérée est 1l'éguation simple
(541) traitée dans le domaine t > 0, xp < x < X,

L'exemple de Kreiss fait appel au sphéma aux différences

symétrique ("Leap frog")

k+1 k=1 _ k koo, = At
uj - uj = C(uj+l-uj-l}’ ¢ e (6,1)

stable au sens de von Neumann si la condition de Courant (0 < 1) est
vérifige,

Il est important de remarquer gue ce schéma fait intervenir
trois niveaux temporels k+1, k et k-1; contrairement au schéma de Lax-
Wendrof® utilisé & la section 5. Cette propriété joue un rble essen=

tiel dans notre interprétation des soclutions de Kreiss.
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Le schema {(6,1) étant du second ordre de precision par rap-
port & x, 11 faudra comme précédemment, ajouter & la condition natu-
relle en x = X, une condition additionnelle en x = xgp.

Wous examinerons les con ditions suivantes, dont certaines
ont €té proposées par Kreiss (rég. 6) et qui dont toutes compatibles a
l'ordre (At ,Ax) au moins :

{I) Extrapolation linéaire : u% = 2u¥ - ug

(IT) Extrapolation modifiée proposée par Kreiss = u% = (u§_l+u¥+l)-u§
+ . . 5 :
(u% 1 est calculé en fonction de u% et ug a4 partir de (6,1))

(II1) Extrapolation parabolique u% = 3u¥-3u§+u§
(IV) Interpolsation d'ordre zéro : u% = u%.
Montrons tout d'abord gu'il n'existe pas de mode instable de
frontiére au sens de la section 3., La relation caractéristique du

sehéma (6,1) s'écrit :
1l _ 1
D - 5 = ¢{r = A) (6.2)
I1 n*existe, comme prévu, qu'un mode instable de frontiére possible

puisgue le prodult des racines de (6.2) veut -1, Les conditions aux

limites (I & IV) fournissent.respectivement les éguations suivantes

pour Ay 3
.
(A1-1)2 = 0; S i -pl; (A;=1)3 = 0y (A;=1) = 0

~

Ces relations conduisent toutes & des valeurs de % et p dont le module
est égal & 1'unité, ce qgui suggdre une stabilité marginale en présence
de ces conditions additionnelles,

Kreiss signale cependant que la condition (I) introduit des
solutions croissant au deld de toute limite avec k, et gue ce phéno-
méne disparait lorsque l'on utilise la forme légirement modifiéde (IX).

Le calcul numérigue d'un exemple basé sur la condition (I)
fait immédiatement apparaftre les faits suivants: Aprés disparition de
contributions transitoires amorties introduites par les conditions
initisles numériques particuliéres, la solution présente un comporte-

ment alterné par rapport au temps :

+ k
u% L. -u. {6.3)
J J

et la dépendance de u? par rapport & x est trés voisine d'une loi 1li-
néaire, Il en est d'ailleurs de méme pour la dépendance en fonction de

t, des valeurs sabsolues ]u?l.
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. . “ 2k 2k+1 .
Les fonctions discrétes u.j et uj apparaissent done comme
essentiellement distinctes et ne peuvent, en vertu de (6,3), &tre con=-
sidérées comme formant la représentation discréte d'une fonction déri-

vable, ni mé&me continue de t,., Cependant, si nous posons

2% 2 28+1 2
u u’ = W,
d J
nous pourrons considérer v et v comme représentation discrdte de deux
fonctions distinctes v et w, continues et méme dérivables,

Le schéma aux différences finies (6,1) écrit pour k = 24 et
k = 22+1, peut &tre considéré comme formant un systéme de deux équa=-

tions aux différences couplées pour v et v :

8 -l _ 1 .8
wj - wj = c(v'j+l vj-l) (6,4)
L+1 2 2 %
v - v c(wj+l-wj-l) (6.5)

Nous considérerons maintenant ces €quations comme des discrétisations

du systéme hyperbolique

3w _ 3V 3V _ 3w

2t 9x * 3t ax (6.6)
La solution générale de ce systéme est donnée par

v o= F(x=t) + G(x+t); w = «F(x-t) + G(x+t) (6.7)

Il est clair que la contribution G représente la solution générale
de l'égustion de départ (5,1), tandis que F représente une contribu-
tion parasite introduite par la discrétisation d'ordre supérieur, En

effet, si F = 0, nous avons

v = ow = G{x+t) = u

La contribution parasite F correspond & des caractéristiques parasites
X = t = const, introduites par le systéme (6.6)et est la cause de
1'instabilité signalée par Kreiss,

Si 1a condition initiale est homogéne (u = O pour t = tg),
seule la contribution parasite sera présente, comme on le voit faci=-
lement en tenant compte de l'orientation des caractéristiques natu-
relles {x+t = const) et parasites (x-t = const).

Les conditions aux limites (I) & (IV) seront, elles saussi
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interprétées comme des relations entre v, w et leurs dérivées et nous
aurons ainsi, respectivement
z
(1') 3°v . 32y

o % {3 maaen, I

3x2 ax?

(I1*) v = w

3 3
(rr1v) X <o LA
3x 3 ax3
3v W
¢ o 32 cmoeym 22
{(1ve) P 0 = 0

Il suffit de substituer dans ces relations les expressions (6.7) aprés
avoir posé G = 0, ce gui donne les éguations suivantes pour la fonc-
tion F qui représente la contribution parasite :

{(I")} F"{xg=t) = O d'od F A{x=t) + const

]

(II") Flxg=t) = 0O

(III") Fe'i{xg=t) = O at oul B(x=-t)2 + C(x~t) + const

5]
i

(Iv") F'{xg~t} = O d'oli F = const

La croissance lineaire de la perturbation en fonction de x et t sappa-
rait donc clairement pour la premiére condition, alors gue cette per=
turbation est étouffée par la condition modifiée (II). La condition
(III) montre gue des croissances suivant n'importe quelle puissance
entidre de t sont possibles si 1'on utilise des extrapolations d'or-
dre élevé, Par contre, la perturbation reste stationnaire dans le cas
de l'extrapoletion d'ordre zéro,

Les condidérations qui précddent ne sont évidemment pas ri-
goureuses et ne semblent s'appliquer gue s'il existe un découplage
entre certaines lignes de maillage, qui semble Etre une caractéris-
tique des schémas de type "leap fog".

Tenant compte de 1'existence de cette nouvelle classe d'inw
stabilité, Kreiss a pu établir une condition suffisante de stabilité
(réf, 6) gui reguiert que le premier membre de 1l'équstion aux valeurs
propres o, introduite & la section 3, reste supérieur & une constante
positive, gquel gue soit le nombre complexe p de module supérieur &
1'unité, Cette condition exprime, en fait, gqu'il ne doit pas exister

de mode de frontiére marginalement stable,
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Les solutions & croissance algébrigues, en

n
n ]

k= (57)

gui viennent d'@tre discutées, sont en principe moins génantes gue les
instabilités exponentielles, et pourraient méme &tre acceptables dans

les cas ou le maillage temporel utilisé est relativement grossier.
7. Conclusions

Le but de la présente &tude était de montrer la variété des
instabilités numérigues qui peuvent €tre introduites dans les problée
mes hyperboligues par les conditions aux limites,

Notre premier exemple a montré que des conditions agux limiw-
tes tant & fait naturelles pouvaient conduire & une restriction de la
stabilité par rapport au critére de von Neumann.,

Les exemples d'instabilités provoguées par l'introduction
de conditions numériques additionnelles sont tr&s nombreux, Signalons
d'ailleurs que des conditions construites & partir d'extrapolations,
couramment utilisées, peuvent conduire & des instabilités si leur
ordre est trop €levé, dans le cas de systdmes hyperboliques, Moretti
(réf, 4) a préconisé 1'utilisation de conditions additionnelles basées
sur des considérations physiques inspirées de la théorie des caractéw
ristigues.,

Une telle approche semble donner des résultats favorables
dens la plupart des exemples traités, mais il n'existe pas, & notre
connaissance, de preuve rigoureuse de son efficacité, Il ne faut d'ail-
leurs pas perdre de vue la nature essentiellement numérique des condiw-
tions additionnelles ce qui ne permet pas d'espérer, a priori, que des
considérations physigues soient un bon guide pour leur sélection.

Notre manque d'informations générales permettant d'orienter
de fagon sure, le choix des conditions additionnelles, résulte éviw-
demment de la grande complexité algébrique présentée par la mise en
ceuvre des critéres de Godunov-Ryabenkii et de Kreiss, pour les pro=-
blémes hyperboligues non triviaux rencontrés en pratique,

Nous nous sommes limités aux problémes & une seule dimension
spatiale afin de rendre le traitement algébrique suffisamment accessi-—
ble. L'extension des résultats et méthodes aux problémes & plusieurs
dimensions spatiales ne présente pas de difficultés fondamentales., Par
exemple, si une condition est donnée, dans un cas bidimensionnel, sur

la ligne x = x4, il faudra introduire des modes du type
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S )¢ i 2z
u.,, = const o A¥ u

J&

ou l'indice & represente la dépendance par rapport & y. Nous pouvons
toujours représenter une telle dépendance par des modes de Fourier

du maillage en y, et poserons donc

i
e

L'introduection du nouveau paramétre 6 dans la discussion de
la stablilité est eévidemment de nature & créer des complications addi=-
tionnelles,

Enfin, des méthodes analogues pourrsient 8tre exploitées
pour 1'étude des instabilités gqui apparaissent dans les "coins” de
domaines multidimensionnels, Il s'agirait, par exemple, d'étudier le
comportement d'une solution numérique d'un probléme d'écoulement bi-
dimensionnel dans une condulte, au voisinage du point de rencontre
entre une parol et une ligne portant les conditions amont ou aval,
Nous aurions, par exemple, 4 traiter une condition (&) 3 la frentidre
X ® X0, ¥ > Yo, €t une condition différente (B) & la frontidre y = ygq,
x > %xge 11 faudrait slors introduire des "modes de coin”, fonctions
exponentielles décroissantes de x et y.

Les modes de Kreiss, étudiés 4 la section 6, n'apparaissent
vraisemblablement gque dans des cas marginaux gui ne se manifesteront

gue pour des discrétissations particuliéres.,
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HRESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
POUR LES FLUIIES COMPRESSIBLES

par Roger Peyret* et Henrd Viviand**

1 - GERERALITES

Nous nous proposons dfexposer et de discuter les divers problémes que pose le calcul
dtéecoulements visqueux compressibles par résolution numérique des équations de Navier—
Stokes, dans le cadre des applications & l'aérodynamique. Auparavant, nous ferons un
bref rappel sur les éguations de Navier-Stokes et sur les problimes d'aérodynamique dont
1tétude théorique requiert la résolution de ces équations.

Notre exposé sera limité & 1l!'étude des écoulements compressibles ; c'est effectivement
une restriction dans la mesure ol des différences notables existent dans les méthodes nuwe
mériques entre le cas incompressible et le cas compressible, le premier cas ne pouvant pas
&tre systématiquement traité comme un cas parbticulier du second.

La Mcanique des milieux contimus ainsi que la théorie cinétique des gaz conduisent
aux équations générales de conservation pour la masse, la quantité de mouvement et l'éner-
gie, que nous écrivoms dans un repére sbsolu, en formulation Bulériemne

_c:{_,+ diwr(p ] = o0 (1)

- . ’ - - 3 7 {
%(?w} + dw (pHAR - ¢ ) = fo (2)
_S%E(?E) _,.Aw'(fEa’—-—ﬁzo'* +T ) = fou (3)

Dans ces équations, t oest le temps, §£ la masse volumique, (7- ]:_z} vitesse du fluide dans
le repdre considéré, E 1'énergie totale volumique ( E = a + .;: 4%, ob e est 1'énergie

—lp
inteme), g le tenseur des contraintes, %’ la densité de flux de chaleur, et f la
densité volumique de force extérieure.

Ls formulation lLagrangiemme est aussi utilisée dans certaines méthodes numériques, mais
en général pour des problimes différents des problimes d'aérodynamique envisagés ici ; cette
formilation et les méthodes numériques qui 1l'utilisent ne seront pas discutées dans cet
exposé .

Les forces extérieures, comme ls pesanieur, sont hebituellement négligesbles en aéro-
dynamique, et f sera pris nul par la suite,

* CNRS, Institut de MBcanique théorique et appliquée, Université PARIS VI ;
collaborateur extérieur de 1'ONERA,

#% Office National d'Etudes et de Recherches Aérospatiales ( ONERA)
9232¢ Chatillon.
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Les dquations (1) & (3) deivent 8tre complétées par des lois de_comportement pour le
tenseur des contraintes g- et pour la densité de fluz de chaleur q » ainsi que par des
lois dtétat pour les varisbles thermodynamiques.

Un grand nombre de fluides usuels, dont 1l'air ef 1l'eau, vérifient avec une précision

suffisante et dans un domaine assez large de conditions (sur lesquelles nous.reviendroms),
d'une part la loi de Fourier pour la conduction de la chaleur i

§ = -k gudT (4)

ot T est la température absolue, et d'autre part la loi de Newton (ou 1oi de Navier-
Stokes) pour le tenseur des contraintes :

g = -l + 2

T = Aawz::g+t»aagzt ©)

ol § est la pression, ]e:_.le tenseur unité et ME le tenseur des vitesses de déformation
(dofll = guad@ + (graddit)™ ),

Ie systime des équations {1) & (5) comstitue les équations de Navier-Stokes pour un
fluide compressible ; celles-ci se caractérisent done par les lois de comportement (4) et
5), lois définissant les fluides dits Newtoniens,

Les coefficients de conductivité thermique 4 » ¢t les deux coefficients de viscosité

A, P , dépendent de 1l'état thermodynamique local. Dans les conditions hebituelles, ils
ne dépendent gue de la température (si celle-ci ntest pas trop Slevée) s

“&: &(T}, A:k(T} ; f&,::r,(_r) (6)
On montre que la deuxiéme loi de la thermodynamique impose les conditions suivantes sur
Aet pos

3A+2p 3 0 , [ (7

En 1'sbsence de phénomdnes de relaxation interme, on admet la relation de Stokes :

3A+z;& = 0 {8)

I1 faut adjoindre & ces équations les lois d'état ; nous nous plagons dans le cas Sime
ple, mais suffisant pour la suite de cet exposé, d'un gaz dont 1'état thermodynamique local
ne dépend que de deux variables comme P et e ; on peut donc exprimer la pression et la
température en fonction de ces deux variables

p= p(e,p) , T =T (e, p) (9)
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Un cas particulier important est celui du gaz parfait & chaleurs spéeifiques constantes,
pour lequel on a 3

p o= (E-14) pe s e = évT (10)

on = €+{ €y ot Cp ot Cy sont les chaleurs spécifiquess

Le systime des équations (1) & (6) et (9) est alors fermé, en ce sens qu'il y a autant
d¥équations que d'inconnues. Pour faire apparaftre la nature de ces équations, explicitons
les dérivées d'espace d'ordre le plus élevé (2me ordre), en Sorivant en oubre 1'équation
de 1'énergie en fonction de la variable T ; on obtient, pour 1'équation de quantité de
mouvement :

0

N(T) divil guad T + f(T) guadT dofil

+ (A+p) gud (divi) + p AL

g R v gl
(11)

et pour 1l'équation de l'énergie :

; 2
fc\,.%{_ + ?Mz = + &(T) QMT + kAT {12)
oh 2. - 2 &.4nad  est la dérivée particulaire, et ol Q est la fonction de
ot = 3 T U9 ’
dissipation :

D = T.oqedZ = A (@) & 4 p (dfil). (b T)

Les conditions {7) assurent que @ n'est jamais négatif. Notons que le premier membre
de (12) s'éerit encore fT .Di s OU S est 1ll'entropie spécifique.
D
La nature paraboligque par rapport au temps des équations de guantité de mouvement
{pour 1tinconmue & ) et de 1'équation de 1'énergie (pour 1'inconnue T ) apparatt clairve-
ment sur les formes (11) et (12) de ces équations. On peut vérifier, pour ltéquation (1),
que 1'opérateur oL & = (G +p) grad (divi) + p AR est elliptique seuf si A+ 2 M =0

mais ce cas est exclu par les conditions (7.

L*équation de continuité (1), qui s'éerit encore s

_%_E(,,{DM) + dvd = o (13)

est du premier ordre ; considérée comme une équation pour £ » ses courbes caractéristigues
de base sont les trajectoires des particules fluides,

Les domnées des varisbles (¢, ® , T ) & un instant initial (domndes initisles du PLO~
blime de Cauchy) permetient de déterminer ltévolution wltérieure du fluide, & des instants
voising, puisque le systéme {11) & {13) fournit explicitement les dérivées de ces variables
par rapport au temps. Mais il ne semble pas qu'il existe de résultats mathématiques rigou-
reux concernant les conditions sux limites & imposer pour assurer llexistence et ll'unicité
de la solution aux instants ultérieurs.,
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La nature parebolique des Squations de quantité de mouvement et de 1'énergie (considé-
rées séparément), conduit & s'imposer, sur toute fromtidre, wne condition sur i (en fait
wne condition scalaire pour chaque composante) et wne condition sur T . L'équation de con~
tinuité (13), ol 1'on considdre I comme conmu, indique quton ne doit s'imposer une condi~
tion sur ¢ que si le fluide entre dans le domaine de caloul par cette frontidre,

Pour une paroi matérielle impermésble, et un écoulement non raréfié, llexpérience
montre que la vitesse relative du fluide par rapport & la paroi est nulle, et que le
fluide et la paroi ont la mdme température ; en général on considire 1l'une des deux condi-
tions suivantes pour T 3 ou bien la température de la paroi est connue, ou bien le flux
de chaleur & travers la paroi est nul (paroi adiaba’ciqueg).

Ces conditions tombent en 38faut lorsque le degré de raréfaction de 1'écoulement dé-
passe une certaine valeur et provogque alors un glissement et un saut de température du
gaz & la paroi ; ce cas du régime dit de glissement est rappelé au paragraphe 2.

Les conditions & imposer sur une Trontidre non matérielle (située & distance finie ou
non) font appel & 1linterprétation physique du problime. Un cas fréquemment considéré en
aérodynamique est celui d'un obstacle fini placé dans un écoulement illimité ; les condi-
tions d'un écoulement uniforme domné sont alors imposées & 1linfini.

2 - VALIDITE ET INTERET DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES EN AERODYNAMIQUE
241 = Validité

La théorie cinétique des gaz {par ex. [1], [2]) permet de rétablir les expressiocns (4)
et (5) de 'ﬁ' et de g~ dans 1'hypothdse ol le degré local de raréfaction est faible ; ce
degré de raréfaction n'est pas 1ié & la valeur méme de la densité, mais il se mesure par
le rapport du libre parcours moyen des molécules A & une longueur & caractérisant les
gradients locaux des grandeurs macroscopiques, au point considéré. Ce rapport est le nom—
bre de Knudsen local, Kmg :

Knp = __.!5& (14)

Compte tenu de la relation qui existe entre ) ; B, ¢ ef la vitesse du son a
— \’ 2 al

le nombre de Knudsen s'exprime aussi comme le rapport du nombre de Mach local { M= 4 /a)
aun nombre de Reynolds local basé sur £ (Reg = pu L/p):

= g} M
o= T R (15)

On peut caractériser .approximativement le domesine de validité des équations de Nevier—
Stokes par la condition (par ex. [3]) :

knp < 197

Pour Kmyg > 10_1, les lois de comportement (4) et (5) ne sont en principe plus valables,
et il faut faire appel & la théorie cinétique des gaz fondée sur 1'équation de

Boltzmann. On distingue le régime de tramsition (appmximativement, pour 107 1 & Kmg < 10)
ol L*équation compldte de Boltzmann doit &tre utilisée, et le régime moléeulaire libre

( Kng > 10) o les collisions des molécules entre elles peuvent &tre négligdes. Les
comparaisons caleul-expérience ont montré que les équations de Navier—Stokes donnent des
résultats valables dans un domasine de valeurs de Kmf plus étendu que la théorie ne le
laisse prévoir, clest-d~dire débordant sur le régime de transition ; les deux exemples
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classiques sont la structure de l'onde de choc et 1l'écoulement prés du bord dlazttague d'une
plague plane (voir par ex. [1], [4], [5]).

Des effebs de ravéfaction interviennent en outre dans le comportement d'un gaz au
contact avec une paroli solide. Il existe en effet, au yoisinage d'une paroi, une zone dite
couche de Knudsen, dont 1'épaisseur est de llordre de A , et oll 1'écoulement doit Btre
caleulé & partir de l'éguation de Boltzmemn. Ltinfluence de ces effets de raréfaction & la
paroi sur 1l'écoulement & llextérieur, supposé déerit par les équations de Navier-Stokes,
peut &fre représentée simplement par une modification des conditions & la paroi consistant
en we vitesse tangentielle relative du gaz & la paroi non nulle (vitesse de glissement)
et en une différence de température entre le gaz et la paroi (saut de tempdrature). Le
régime, dit de glissement, ol ces conditions interviemment, peut &tre spproximativement
caractérisé par les conditioms

102 ¢ Kmg ¢ 107

o Hmp est caractéristique de 1'écoulement juste & l'extérisur de la couche de Knudsen.
Ies conditions de glissement st'éerivent 3

4 n T 24
T - T‘P = {3 _—21__ 2T (B K , nombre de Prandtl) {(17)
g R on £

oll 3/om est la dérivée normale & la paroi, etd/déla dérivée tangentielle ; Ay est la
composante tangentielle relative de la vitesse qui prend la valeur dg & la paroi, T; est
la température du gaz et Tp celle de la parol ; €4, ¢z et C€zsont des constantes sans
dimension qui dépendent des lois d'interaction des molécules avec la paroi. En fait 4g et

Ty ne sont pas la vitesse et la température exactes du gaz & la parol car l'écart entre
1s solution des équations de Navier-Stokes et celle de 1'équation de Boltzmann ntest pas
négligesble dans la couche de Knudsen (par ¢éfinition du régime de glissement), et les
conditions (16) et (17) traduisent seulement le raccord emtre la solution "Navier-Stokes"
pour llextéricur de cette couche et la solution "Bolizmanm" pour 1l'intérieur. Cependant il
est important de noter que le flux de chaleur et le frottement & lg paroi fournis par la
solution "Navier-Stokes" sont exacts au méme ordre que l'est cette solubtion & llextérieur
de la couche de Knudsen.

Dans le cas d'un dcoulement & grand nombre de Reynolds, ol il existe une couche limite
& la paroi, la longueur caractéristique £ dans la couche limite est 1'épaisseur & de cel-
lewci ; si L est une dimension caractéristique globale de 1'écoulement, ot Rey le nombre
de Reynolds basé sur cette longueur, on a :

Rﬂ.z ~ V RG‘L

(du moins tant que 1le nombre de Mach M, & la frontidre de la couche limite n'est pas trop
grand), et le régime de glissement correspond approximativement (sans tenir compte dleffets
de température) & :

Notons finalement que si Kmg 4 10"2, elest-d-dire soit Me /Re < 1072 si Re
ntest pas grand , solt M, /VR}ZGO 81 Re, est grand, les effets de glissement et de saub
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de température deviennent négligeables ; on a affaire alors au régime d'écoulement impro-
prement qualifié de "contimi¥.

2,2 ~ Intérdt

La breve discussion qui précdde montre que les équations de Navier-Stokes sont valables
dans un trés large domaine de nombre de Mach et de nombre de Reynolds, comportant le régime
dit continu et le régime de glissement, et débordant méme en pratique sur le régime de trap-
sition.

Ce domaine recouvre donc toutes les applications de l'aérodynamique & 1l'aéronautique
avions, engins) et une grande partie des applications de 1'adrodynamique & ]'astromautique
probldme de la rentrée dans llatmosphdre d'un satellite, d'une navette spatiale)s Le ré-

gime de transition et le régime moléculsire libre ntinterviennent qu'z des altitudes trés
élevées intéressant des engins satellisés ou commengani leur rentrée dans 1'atmosphdre ;
dans le cas d'objets trds petits (métdorites) ces régimes dtécoulement peuvent persister i
des altitudes plus faibles.

En ce qui concerne l'utilisation des équations de Navier-Stokes pour l'étude théorique
de problimes d'aérodynamique, il convient de distinguer deux cas selon que le nombre de
Reynolds Re; caractéristique de 1'écoulement est grand ou nonm.

Dans le premier cas, qui recouvre une grande partie des applications, les méthodes de
caleul d'usage courant sont basées sur les approximations de fluide parfait ou de couche
limite, et les équations de Navier-Stokes ne sont réellement nécessaires que pour déerire
1ltécoulement dans certaines zones ol ces deux approximations tombent en défaut ; mais il
faut noter que llexistence de telles zones est la regle plutdt que llezception, et que ces
zones jouent un rfle souvent important dans la détermination de 1l'ensemble de 1l'écoulement.

Quelques exemples dfécoulements & grand nombre de Reynolds comportant de telles zones
"Havier-Stokes" sont représentés schématiquement sur la figure 1.

On pourrait donc penser que la résolution des équations de Navier—Stokes, pour les
écoulements % grand nombre de Reynolds, ne présente dlintérét que dans ces zones trdés li-
mitées et non pour 1l'ensemble de l'écoulement. Ce point de vue est sans doute justifié
actuellement compte tenu des coflts des calculs et des possibilités des ordinateurs, mais
il ne le restera problablement pas dans une perspective & long terme. En effet, 1'utilisg-
tion des équations de Havier-Stokes pour l'ensemble de 1'écoulement présente 1lavantage
essentiel 4'éliminer les problimes posés par le couplage, qu'il faubt assurer au cours du
caleul, entre une zone "Navier-Stokes" et llextérieur {zone "fluide parfait" ou zone "couche
limite") 3 ces problimes qui mettent en cause la convergence du calcul, peuvent 8tre diffi-
ciles & résoudre pour les raisons suivantes : d'une part llexistence, la position et 1'étendue
dtune zone Havier-Stokes ne sont pas nécessairement connues en avence {cas d'wn décollement
sur une parol lisse), alors qu'elles sont révélées per le caloul complet A partir des équam
tions de Navier-Stokes 3 d'autre part, l'écoulement & llextérieur de cette zone peut &tre
trés sensible au couplage avec cette zone, et la convergence du caleul peut &tre difficile
& obtenir.

Nous n'avons pas encore fait la distinection, pourtant essentielle en pratique, entre
écoulements laminaires et dcoulements turbulents. Le structure de la turbulence fait
intervenir des échelles de temps et d'espace trés petites, mais gui ne metbent pas en cause
la validité des équations de Navier-Stokes.

Cependant la détermination de cette structure dans un dcoulement, par résolution numée
rigue des équations de Navier-Stokes instationnaires, est hors de portée des ordinsfeurs
actuels les plus phissants. Des tenfatives ont été faites pour 1'étude numérigque localie de
la turbulence, mais le caleul effectif dtécoulements turbulents (c!est-a~dire de leur
structure moyerme dans le temps) doit faire appel & des moddles de turbulence b caractire
empirigue et dont la validité ne peut 8tre apprécide que par comparaison avec 1'expérience.
On_trouvera une revue récente des moddles de turbulence dans le livre de Launder et Spalding
[6]. La discussion de ce problime trds vaste et complexe sort du cadre de cet exposé ; Sim
gnalons seulement que des modiles de turbulence associds aux équations de Wavier—Stokes ont
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é4¢ mis en oceuvre surtout pour les dcoulements incompressibles, et qu'il y a encore peu
dtétudes analogues publides dans le cas compressible {‘7]-

Les méthodes mumériques gque nous discutons plus loin ont toutes été utilisées pour le
caleul d'écoulements laminaires ; la transposition de ces méthodes pour le traitement des
équations de Navier—Stokes avec un modéle de turbulence ne devrait pas soulever de diffie
cultés de principe, bien qu'en pratigue la struchure des couches visqueuses turbulentes
puisse exiger des modifications assez importantes (en particulier pour le ma:i.llage).

Le deuxitme cas & considérer est celui ol le nombre de Reymolds nlest plus assez grand
pour gue la théorie classique de la couche limite s*applique, mdme si 1'on peut encore dis=
tinguer dans 1'écoulement des zones visqueuses et des zones de fluide parfait, car ces zo~
nes sont alors fortement couplées. Si le nombre de Reynolds est assez faible, les effets
dissipatifs interviennent dans tout l'écoulement.

Ce deuxi2me cas, ol l'dcoulement est toujours laminaire, se rencontre dans les problé-
mes de rentrée dans 1'atmosphére (i1 faut alors tenir compte des effets dits de gaz réel :
réactions chimiques, ionisation ees) : les exemples classiques sont ceux du corps émoussé
ou du bord dlattague d'une plague plane en écoulement hypersonigue. Ce deuxibme cas se ren-
contre aussi dans les écoulements & des vitesses modérées autour d'objets de faibles di=
mensions tels que des sondes de mesure (tube Pitot, fil chaud...) utilisée en soufflerie.

Notons, pour conclure ce paragraphe, que c'est essentiellement le cas des nombres de
Reynolds faibles ou modérés qui a jusqu'icl fait l'objet d'études mumériques & partir des
équations de Navier-Stokes ; le cas des grands nombres de Reynolds est évidemment beaucoup
plus difficile, mais les études qui lui sont consacrées pourraient se développer rapidement
dans un proche avemir.

¢) interaction choc =
couche limite

b) bulbe de décollement
prés du bord dfattaque
d'un profil

a) bord de fuite
d'un profil

d) couche limife en um &) Scoulement de culot | £) aéeoriement sur ume
point anguleux d'une {supersonique) | zempe {en supersonigue)
paroci

L o o e

FMg. | ~ Bcoulements & grand nombre de Reynolds avec zones "Navier-Stokes"
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3 — PROBLEMES TRAITES

En exceptant les calculs relatifs aux équations instationngires & une dimension d'es~
pace [8] - f13], on trouve, depuis 1965, un nombre relativement important de calculs
dtécoulements bidimensionnels. En général, ces travaux considdrent des géoméiries simples
ou, lorsque la géométrie de llobstacle est compliquée, seulement une partie limitde de
1técoulement (bord d*attaque, culot eos)s

Trés rares sont encore les calculs complets d'écoulement autour d'un obstacle fini ;

toutes les difficuliés lifes & la résolution mmérique des Squations de Navier-Stokes se
trouvent, en effet, rassemblées dans le cas ¢'un écoulement autour d'un obstacle fini.

On trouvera dans les références [14], [15] et [16] une discussion de certains probli-
mes 1iés & la résolution nmumérique des équations de Navier-Stokes.

Le tableau qui suit présente un certain nombre d'études, classées selon la configura—
tion géométrique traitée.

Dans la premidre colomne sont indigués les types de problimes et les auteurs -(les
numéros se réfirent & la bibliographie), les schémas utilisés sont bridvement mentionnés
dans la seconde colonne avec indication d'un numéro de formule si ce schéma est déerit
dans le paragraphe suivant., Enfin, on a représenté schématiquement dans la dernidre colon-
ne la géométrie du probléme.

TABLEAU I

PROBLEMES ET AUTEURS MBTHOIES GEOMETRIES
CAVITE 4
[17] BRATILOVSKAYA (1965) 2 pas (15)
[19] PoLEZHAEV (1967) directions alterndes y
FLAQUE PLAIE
[19] THOMEN (1966) 2 pas (27)
[20] KURZROCK - MATES (1966) décentré / explicite
[21] BuTLER (1967) YPICN - MFLICH -

—

[22] TRULIO - WAIITT - NILES (1970) " ATTONM
[23] cuENG - CHEN (1973) 2 pas (35) Y
[5] TANKEHILL - MOHLING — 2 pas (30)

RAKICH (1973)
PLAQUE PLANE : INTERACTION choc
OFDE DE CHOC - COUCHE LIMITE

Lax-iendroff et
[24] SKOGLUND - COLE - STALANO (1968) Viscosité artificielle I P
(Rusanov ) -~ ¢.L.

[257 MAC CORMACK (1971) 2 pas (30) i
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PROBLENES ET AUTEURS METHODES GEOHETRIE
ANGLE DE DETENIE
TTT—————— =
[26] BRATLOVSKAYA (1967) 2 pas {25) >
i .

ANGIE IE COMPRESSION

-
[27] CARTER (1973) 2 pas (25) -

e T
HARCEE " AMONT"
e (a)
[19] mHOEN (1966) (a) 2 pas (27) e %

—
[22] TRULIO ~ WALTTT - NILES (1970) (p)| rarToN" - -

[28] GOODRICH = LAMB - BERTIN
(1972) (a)

Viscosité artificielle
( Rusanov

MARCEE "AVAL"

[29] mIcEENKOV (1969) (a)

[30] ALIEN - cEENG (1970) (a)

[31] ROACHE - MUELIER (1970) (a,b)
[32] ROACEE ~ (1970) (a,b)

[33] rosS - cEmNG (1971) (a)

[34] BRATLOVSEAYA (1971) (a)

[35] rosS - cEENG (1972) (a)

[28] QOODRICH m LAMB = BERTIN
(1972) (a, b)

2 pas (27) — (e}
-
2 pas (35)
Décentrd/Dufort-Frankel N
Décentrd/Duf ort~Frankel
2
pas (35) = ®)
2 pas (25)
2 pas (35)

viscosité artificielle
(Rusanov.)

CAVITE OUVERTE *-*._;,

[32] roacEE (1970) Décentré/Dufort-Frankel W
MARCHE ¥ AMONT-AVAL® —

[36] PALUMBO - RUBIN (1972) 2 pas (32) —

[28] GOODRICH - LAMB - BERTIN (1972)

Viscosité artificielle
{Rusanov.

CERCIE ®AMONT®

[37] MORBITI - SALAS (1969)

Type Lax. Wendroff
1 pas
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PROBLEMES ET AUTEURS

HETHODES

GRQMETRIES

PARABOLE ™AMONT™

[38] PRYRET - VIVIAND (1972)

Semi~implicite (33)

—:M%_

CERCLE "AMONT-AVAL"

[39] SCALA - GORDON (1968)
{407 s04LA ~- GORDON (1970)

[41] KITCHENS (1973)
[56] TRULIO - WALITT ~ LIU (1970)

Explicite - Implioite (22)
Explicite -~ Implicite {22)
Explicite ~ Implicite (22)
" AFTONY

—
——
—

OBSTACLE PARABOLIQUE FINI

[42] PEYRET - VIVIAND {1973)

Semi~implicite (%3)

—_—

SPHERE "t AMONTY

[43] MoLODTZOV {1969)

{44] MOLODTZOV ~ TOLSTYKH (1969)
[45] Paviov (1969)

[46] VICTORIA - WIDHOPF (1972)

Relations intégrales
Relations intégrales

2 pas (25)

Leap.frog./Duf ort-Frarkel

SPHERE -~ CONE "AMONT*

e
[47] MAGNUS - GALLAFER (1967) 2 pas _,[M
| L.
ELLIPSOIDE "AMONT"
[45] paviov (1969) 2 pas (25) — m
—
—
SPHERE_"AMONT-AVALM
[48] Paviov (1968) 2 pas (25)

[40] scara ~ GORDON {1970)

Explicite - Tmplicite (22)

S
—
e

I1 n'est pas possible, dans le cadre de cet exposé, de déerire, en détails, les conditions
dtécoulement. Disons simplement que les nombres de Hach sont, en général, supersoniques

ou hypersoniques, que les nombres de Reynolds varient entre 10 ef 1

s que les parois

sont ou bien & température donnde, ou bien adisbatiques. Signslons aussi gque pour cer-
tains calculs d'écoulements hypersoniques des conditions de glissement (17), (18) ont &4é

utilisdes,
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4 = SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES

Les équations de Navier-Stokes (1) -~ (5) adimensiomndes s'écrivent sous forme conser—
vative, dans le cas bidimensionnel :

%.;.ﬁi—ii:&{a_ﬁ_-}-ﬁi.) (193)
3t do Wy e "

olt € est llinverse du nombre de Reynolds, et ob (x, % ) peuvent 8tre des coordonndes
curvilignes quelconques. Dans le cas ol (x, 4 ) sont des coordonnées cartésiennes, le
yecteur” W g pour éldéments ( ¢ , ga , ¢4, G F J, ol 4 et ¥ sont les composantes de
la vitesse W . Les "vecteurs® F et G sont fonctions de W, alors que Py et &
sont fonctions de W et de ses dérivées premiéres.

Toutes les méthodes de caleul, & l'exception de celle utilisée en [43], [44] qui est
une méthode de relations intégrales, sont des méthodes aux différences finies,

Les écoulements éfudids sont, pour la plupart, statiomnaires et, pour obtenir eette
solution statiomnaire deux types de procédés sont employés :

(1) la résolution des équaticns de Navier-Stokes instationnaires au moyen d'un schéma
consistant {avec ou sans condition) avec ces équations inststionnaires ; la sclution

3,

statiomnaire recherchée est obtenme & la limite t— 0,

(2) 1a résolution des équations de Navier-Stokes instatiomnaires au moyen d'un schéma non
consistant, le schéms devenant consistant aux équations stationnaires & la limite
£ o seulement., Dans ce cas on peul interpréter la méthode comme un procédd itératif
de résolution des équations aux différences discrétisant les dquations de NavierStokes
stationnsires @

LI L. g(ii_+5‘f_<_) (19)
3% 2y PES ¥y

Ie processus itératif est mlors directement inspiré de la forme instationnaire (193},

En poursuivant dans cette direetion on peut alors chercher & remplacer le vecteur W
par un autre vecteur W¥ qui copduira & une convergence plus rapide vers 1'état station—
naire, du fait soit de la structure mathématique du systime pseudo-instationnaire ainsi
formé

(20)

*
W + »F N G - &( >F . 364 )
ot dx ¥y 2x 2y

soit des propriétés de stabilité du schéma correspondant,
Nous présentons cimaprds quelques-uns des schémas utilisés pour la résolution des

équations de Navier-Stokes, représentatifs des deux procédés mentionnés plus haut, en
considérant pour cela 1l'éguation modéle scalaire :

2.

w20 F(u}l = &2% (21)
3k ax i dx
k%
On introauit les motevions  A(w)= S . w (dbx mat)=« ; F@)=Fg,
FIXT) = £ ;o= AbfAx du v = € Ab/Ax .

Les critdres de stabilité se référeront au cas linéaire pour lequel A = const.
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4.1 =~ Schémas consistants avec les équations instationnaires
41e1 ~ Scbémas 4 1 pag

(a) - SCALA - GORDON [39]

Les points (m+4 , i) sont divisés en points "explicites" (24-4} et points

Wimplicites™ (2 4] ; le rlle des points (24 -~41) ,(24)} est échangé au pas de femps
suivant. Le schéma stéerit :

u::‘: = %:;2—1 - 'z_': [( A:l:»-{ * M:id i)(u:L-f - u':b.:)
+ (h‘::,_4 - [Jﬂ.::..4 !)(u; - u:w ” Y [u;_z -2 w:‘._% .yu:‘& ] (22a)
= My, ¢+ [Q(“:c-4 )] ‘“':4-1
%::4 = u;: * [ Q(“':? ) } '“’::4 (22v)

~ Consistance : O = OU) s
— Précision état statiomnaive : O(AX) ’
~ Stabilité : ¢ = o(i).

-~ Nota :

Ce schéma nécessite de procéder & un calecul itératif pour les points implicites
24 .

{(v)~VICTORIA — WIDHOPF [46]

N m~q n n n ne med n
w, = M4, - G‘(F‘;M - Fi—a) “"Q'V[U’A:ﬁ"(u‘i. + 4, ) T iy ] (23)
-~ Consistance : €0 = OU),
~ Préeision état statiomaire : O (Ax®) ,
= Stebilité i
Al ¢ <« 1 (24)

441,2 - Schénas & 2 pas

RO S

{a)-BRATLOVSKAYA [17

m id ~ ~ n
~ ned "
Ay = Ay - %(ﬁa - &-4 ) + v (ul;ﬂ -4+ My ) (25a)
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ot n o VML W med L4 n n )
Ry = % 'y (f&«u_ qu ) ""'V(M‘éﬂ —Auy v,

- Consistance ; sans condition ; précision O (AL + Az.z} .

- Précision état stationnaire : 0(Ax2).

&%

~ Stabilité

2
At ¢ Min | Az Az }
= he 1Al
(b) - THOM:EN [19
LT n
A E )z - f, )
FLRTY 2 it 4— 2 P A
7 n ® T ”r n
» o . —~ .
* TI_( vt2 [ 4-“4') + <4J,4+1 2 u, + u'b-'t )}
“id n ’E fn+iz ~ MEAj “n, P n )
w.o= A - z.r( e = oz ) +v( g~ U

- Consistance sans condition, précision O(E At +Ax") o
- Précision état stationnaire : O (sz).
- Stabilité
v o2
Ac™ « a2y < 1
(e) - MAC CORMACK [25]
o itd a ihid n " n .
o A e -t . - . .
M’/l - A av((—«d‘r»t {:4, ) + v(“'b-m T U, )

M= Wt ﬁ‘:[( 53:; - F‘:’} + ( ?:H_ 'g:af: ”

o % " pop it arntt ~ pd )
v | - W :
T2 (MA}H AUy } A e A }

[ 2
~ Consistance sans condition ; préeision O (AE + AxX ) ,

- Précision état statiomnaire : O(AJ:Z),

{25p)

(26)

(27a)

{2)

(28)

(292)

{(29v)
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~ Stabitité [5] = - . L2 .
Ao -4y +avyo si RO -3Y go
z 4 (30)
Aet-ey" r2v ¢4 si  Ao"—3y® >0
m o n
Nota : On obtient ume variante de ce schéma en approchant o /3 par (ﬁ - ﬁi-q)/ Ax.
au premier pas et par [ €™ - £, + Emr FZ“ ] /(1 Ax) au second
PasS.
{d)wBALUMBO ~ RUBIN [36]
m "
~ it 1 n " ) _ ( _ b )
u;-_l;m,— -Z(Jw‘éi‘l Ay + T F{if F"
(31a)

et . " " o M4 ~
a 4 . . —
Ay = 4 - 2 { '2,'({:“4 - ﬁ-*«) +( ‘ciw/z ]Cé'm—) (310)
y ™ g i
+ = (‘“u'.u. -2 M F “’4”-)

4

~ Consistance sans condition ; précision O(€4L + Ax") ,
— Précision état statiompaire 1 O ( Ax?)

- Stabilité : "eritire numérique" seulement (voir fig. 4)e

4,2 ~ Schémas non consistants avec les équations instationnaires

- . T e A e e me e e e e e e

" o .[( £ {»“fm
2

” mn o +4
L4 e ) +V(a",'+1 — Ay Ay ) (32)

- Précision état statiomaire : O4x"),

~ Stabilité :

.15 Al o + v ¢ 1 (33)
4.2.2 ~ Sobéma b 2 pss_(ALLEN = CHG [50])
~ned m n g " ~ Mg n
= .- .- f. P
AL -2 (fir Fx.-4) +v (4, 2w ) (34a)
"4 L2 M el ~emiq ntd o~ oped
I T N
Wi = 2 (ﬁu - f‘.’_‘) *y(ul«-ﬂ U, o+ MLy ) (34v)
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-Précision état stationnaire : D(axt)

=Stabilité
Alo ¢ 1 {35)

4.2.3 = Remarque_sur les_schémas non consistants {cas linéaire)

Pour les schémas non consistants, il est intéressant de voir quelle équation on
résout effectivement. On obtient cette équation & partir du schéma en effectuant des dé-
veloppements de Taylor limités sux premisrs termes significatifs. Plagons-nous dans le
cas lindaire o AL} = A =  const., 1'équation discrétisée par les schémas (32) et
{34) est de 1la forme 3

.Bi+e<{'a.&.—a31%)=o (36)
3t ~ 2 Ix*
aves
. . -4 /
&sidwé-iiexa-ﬂé}__\? pour {32) (31
: Axt 2 /]
e AE T At 172 ¢ o)
A = ?4%45_-j[4+2£ ] pour {34) 38;
- Ax* Ax* ]

{a) - Cas du schéma (32)

31 1a condition de stabilité (33) est sagtisfaite, la formile {(37) montre que K>+4
si As>o©O eof,dans le cas A<O , K1 si AlAx <2€, oL <1 si {AlAx»2€

Tsi A0 , il faudralt changer le r6le de 4+1 et 4-1 en ce qui concer-
ne les indices M., m+4, pour obtenir K> 1 sans autre condition que (33)]. Lorsque
K »1 , la convergence vers 1l'état stationnaire est vlus rapide que celle qu'on aurait

avec wne diseréiisation consistante. En fait, toujours dans ce cas A = const., le schéma
{32) n'est autre que 1'application & 1'équation,

22 (Mgpg = iy )= f"’f My =24y + Uz () =0 (59)
p X X

de la méthode des relaxations successives ("SOR') awee w = 2€ Ab/Ax™ comme paramdtre de

relaxation, On peut alors démontrer que le processus converge lorsque o Lw* 2
b w*= w(4+ialLx )
2&

(v) - Cas du schéme {34)

La formule {38) monire qu'ici K est toujours inférieur & 1. le critére {35) implique
Atz 7 A;—E avec 0(m £ 1 ; on abtient alors :
|

AlAx + 4€7N (40)

« = (Al 4x )
(lAlAx + 2€m)

si &= 00}, = 0OWlr] |, 3ioh une convergence trés lente vers 1'étst statiomnaire ;
cependant si E~+0 , alors K==>141 , Ainsi, avec ce schéma (34), 1a convergence est
moins rapide qutavec une discrétisation consistante ; mals cette lenteur relative est
contrebalancée par le fait gque, grfce aux bonnes propriétés de stabilité, le calcul peut
8tre effectué avec des Al sssez grands -~ du moins tant que €& n'est pas trds petit.
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On mentionnera, en anticipant un peu (§ 4.3) que le critdére (35) est trop restrictif
de sorte que le calcul peut &tre conduit avec de trés grandes valeurs de At , mais la
valeur de K s'en trouve réduite d'autant,

Pour illustirer cette discussion consacrée aux propriétés de convergene vers 1'état
stationnaire nous avong porté sur les figures 2 et 3 les résuliats d'wne application
mmérique relative & (21}3 avec A=1 , € = 0,1 menée & partir des schémas (29), (32)
et (34) dans le cas ob Ax = 0,02 , Ltétat initial est représenté par la courbe {1).

La figure 2 illustre les résultais obtenus au boubd'un méme temps £ = 0,364, La figure
3 compare les résultats & un nombre de pas de temps N Ffixé. On notera que (32) donne
11état stationnaire avec wne erreur de l'ordre de 1072 dds la 50tme itération. Les courbes
(5), (6 ) correspondent & des caleuls effectués avec (34) dans les cas At= 0,02 et

At 3 0,4 (pour At % 0,4 on obtient les mfmes résuliats au terme d'un nombre fixé de
cveles de temps quel que soit Ak).

' 1
u
08 o
06 as
o4 o4
0.2 oz
] az o4 ° = o as o 1
1 - état initial 7 - état stationnaire
courbe 2 3 4 4t 5 6 5t 6t 7
schéma (34) | (29) | (29) | (29) | (34) | (34) | (34) | (34) | (32)
i 100 200 50 250 50 50 250 250 50
-3 J - = —
At 5,6006°|482,10%] 2,103 2.16%1 0,02 | » 0,4 0,02 | 3 0,4 p,64.15°
Fig. 2 - Comparaison de schémas - Fige 3 = Comparaison de schémas
sur 1l'équation moddle -~ Résultais sur l'équation modéle - Résultais
a t =0,364. a N =50etd N =250,

4.3 =~ Stabilité

I faut noter que, wdme dans le cas simple de 1'équation lindaire comsidérée ici, la
détermination rigoureuse du critdre de stabilité n'est pas chose aisée. Ainsi certains
critéres [Eq, (26), (35)] sont trop restrictifs, d'autres [Eq. (30)] pas assez. On a pro-
cédé & une étude numérique du facteur d'amplification pour déterminer le critére exact.
La figure 4 représente les domaines de stabilité dams le plan (' £ ’&{ , 18l Aé’c ) .

Ax!
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4 - schéma (36)
2. schima (3)
§-xchémo (32
é. shéma  (29)
5-schéma (25)

[ 1 ) 3 3 3 ) ¥ [} [ o
(AlAx (€

Fige 4 = Courbes de stabilité
de différents schémas pour
1téquation moddle,

Si le critdre de stebilité dépend de € , alors il lui correspond, dans le cas des

équations de Nevier-Stokes, un critdre du type At = pRe Ax™ oi Re est le nombre

de Reynolds. Dans les zome ol p est trés faible, en particulier dans la région du culot
(fige 1 = @ ) ceci conduit & un At si petit que le temps de caleul peut devenir prohibitif
[49]. On voit 12 1'intérdt soit de travailler avec un schéma stable sans critdre de ce genre
soit de substituer au vecteur W de 1'équation (19a) wn vecteur W*, de sorte cue, pour
le systime obteru (20) le oritdre de stabilité ne dépende plus de ¢ . En [42] on a choisi
W#* de la forme (¢, & ,v T} .

444 = Bemarque sur le calcul des points voisins d'une limite

Considérons le caleul de &':” en un point voisin d'ume limite 4 = 0 ou 4 = 4ty

est donné. Dans le cas des schémas & 2 pas calculant les valeurs intermédiaires aux mémes
points que les valeurs définitives, le caloul de P! implique celui dtune valeur in-

ternédiaire A"i:” au point frontidre & partir du schéms lui-mbme {dcentré correctement).

54 1'on utilise la condition limite, clest-a~dire si 1'on pose fu:“ = Uy , on fait une

erreur gui, selon les schémas, tend ou non vers zéro quand At — o0 .

5 « CONDITIONS AUX LINITES —

On peut distinguer deux types de frontidre ¢ des parois matérielles et des frontidres
sans réalité physique introduites pour limiter le domaine de calcul. Dans la plupart des
cas l'obstacle considéré est placé dans un fluide d'étendue infinie et les conditions
doivent &tre imposées & 1'infini. Ceci est évidemment impossible, & moins de faire des
transformations de coordonnées ramensnt 1'infini & distance finie. Pn général, on limite
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A,

arbitrairement le domaine de calcul et 1l'on cherche & imposer des conditions compatibles
avec le problime considéré.

5,1 = Conditions sur une paroi (cas d'une paroi régulidre)

L¥éeriture des conditions pour la vitesse et la tempdrature (§ 1 et 2) ne conduit &
aucune difficulté, mais il reste une grandeur thermodynamique inconnue & la paroi (la
pression ou la masse volumique), La pression intervient effectivement, par 1'intermédiaire
de sa dérivée transversale & la paroi, lors du calcul de la gquantité de mouvement sur la
premidre ligne voisine de la paroi, I1 faut done, ou bien caleuler cette grandeur thermo-
dynamique ou bien trouver un procédé gqui éviie d'en avoir réellement besoin.

les techniques seront différentes selon que 1'obstacle est une ligne du maillage ou
que l'obstacle n'appartient pas au maillage (nous supposons ici que toutes les inconnues
sont définies aux mémes points).

{a) la détermination de la masse volumigue fp & la paroi P par discrétisation de
1'équation de continuité derite sur cette paroi (dsns le cas ot & z0 sur

> > (oV ) =
'a{" _,__ﬁ(g) o (41)

( V vitesse normale & P s M coordonuée transversale & ?) nécessite d'approcher

a3(gv)/ o par une différence décentrde, Ltutilisation d'un tel procédé est fort
délicate et 1l semble que, si elle peut se concevoir moyemnant certaines précautions pour
une paroi de compression ou de faible détente, elle ne conviemne pas pour 1'écoulement de
culot dans lequel cas on obtient rapidement des densités négatives [30], [42]. Cependant,
dans le cas de 1'écoulement au nez d'un obstacle émoussé, une discrétisation de (41) a
été utilisée avec succds en [46]. Cette équation est discrétisée k partir du schéma (23),
soit @

3
ned N4 n ”"
£ L]
5= % - -ﬁg[(gv),— (S’V),] (42) v
2 U
et la quantité (eV ): (cf. fig. 5)
est déterminée par une extrapolation dans 1'espace !
et le temps :
p /AT
m -1 n-2
(¢V) = 2 (V). = V), (43) , P
m-2 40
=" (fv )4
Figure 5

Cette méthode revient & approcher

L3 n-2 n-4
(%(gV))? par l'expression —Aiﬂ.— {%[(gV);n.,. (}V)‘ ]-(S’V)P } .

(b) En [36], la technique suivante est proposée pour le calcul de la pression $p Sur
[re 2 z P
& : un developpement de Taylor domne :

me4
n+i net

= - 2%
te = £, (), (44)
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it PR . ‘ . cns
puis (a? fén ), eat caleuld & partir de l'équation de quantité de mouvement normale

éerite en P . Ceci nécessite d'approcher les dérivées de la vitesse en P , qui inter-
vierment dans cette équation, par des différences décentrées,

[ %c):) Certaius auteurs déterminent f, par extrapolation parabolique {par exemple [5],
271)s

(d) Dans le vas dé l'écoulement sur un obstacle parabolique [38], [42], les deux mé-
thodes suivantes ont été sppliquées. Comme on 1'a dit, la connaissance de $ sur 1l'obsta-
cle n'es’c5 en fait, néeessaire que lors du caleul de la vitesse transversale V au point

1 (fig. 5

Le premier procédé consiste & ne pas calculer V;M ! 3 partir de l'équation de
quantité de mouvement correspondante, mails & partir de la condition statiomnaire
(3V/dn )P =6 déduite de 1'équation de continuité statiomnaire en P, d'oh par dis-

erétisation décentrée :
M4 mrd m+d ) ned

v, 74*_,(3 Voo + ¥, A (45)

5

Le second procédé consiste simplement & approcher le gradient (f)y/ 513) au point 1
par une différence décentrée avancéea

Dans les travaux [30], [%1], [32], 1la paroi n'est pas une ligne du maillage mais est
placée b mi-distance entre deux lignes (fig. 6). On obtient Pp par extrapolation lindaire :

L 231 R lal LS 2]

fp =28, -4 8 (46)

Cependant, avec un tel maillage il faut
décentrer correctement les différences qui
interviennent lors du calcul du point 1.

In particulier si ce point 1 est voisin
du culot, il est importemt [30] dtapprocher
les dérivées du type (3¥/an), avec

$= ¢V, S’vll gyYv , sve

par une différence précise au second ordre :

(%)4 = fg?wt"wf'wr) (47)

Une discrétisation au premier ordre, par exemple 3
E4

20y, A t -9 48
(ﬁ_/{h,z;[_z_(teﬂm e ] (48)

conduit & une sous-estimation de p e (§Y), d*ol 1apparition de valeurs négatives de
la masse volumique.
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542 = Voisinage d'un coin

La présence d'angles convexes crée toujours des difficultés dans les calculs numéri-
ques. Dans le cas de l'écoulement compressible auw voisinage d'un angle droit par exemple,
la détente est si forte que les variations des quantités sont comparables en ordre de
grandeur & celles qu'on aurait dans un choc. On congoit que les résultats au voisinage d'un
angle convexe soient difficile & obtenir correctement. Dans une telle situation il serait
gsouhaitable de considérer une solution asymptotique valable au voisinage de 1'angle qu'on
raccorderait & une solution extérieure mmérigue selon la technique utilisée en [50] dans
le cas incompressible,

les techniques exposées précédemment qui nécessitaient 1'utilisation des dérivées de
la vitesse & la paroi ne sont plus justifides car ces dérivées ne sont pas définies en € .
On peut, & la rigueur, considérer les points 1
ot 2 (fig. 7) comme des limites de points 1!
et 2' lorsque la distance § qui les sépare
respectivement de ces points tend vers zéro,
et appliquer en 1 et 2 les procédés utilisés
plus haut [36].

En [42], on a préféré caleuler les
vitesses W en 1 et ¥ en 2 non & partir des
équations de Navier-3iokes mais & partir d'inter—
polations faisant intervenir les quatre points
voilsins.

81 le point ¢ ntappartient pas au maillage 2 0
EBO], [32}, le traitement des points 1, B, 2, %
figure 8) s'effectue comme précédemment (§ 5.1.2).
I1 suffit, lors du calcul au point 0, de modifier
les différences approchant les dérivées croisées
de la vitesse.

<0

figure 8
5¢3 = Frontitres du domaine de caloul
Lorsqué 1l'on considére un obstacle placé dens wn volume infini de fluide, ce dernier

est dans un état uniforme & 1'infini. Pour écrire correctement ces conditions on peut
introduire une transformation de coordomnées ramensnt 1'infini 3 distance finie [29],

[41]. Plus généralement on limite arbitrairement le domaine de calcul (fig. 9).

Sur la frontidre amont HG on impose les

conditions de l!'écoulement uniforme & 1'infini.

(4]

A l'aval, il faut prendre soin & placer
la limite ET suffisamment loin du culot IC
pour que les conditions artificielles qu'on
¥ écrira, aient une influence négligesable
sur le calcul., les inconnues en EF sont
déterminées en géndral par extrapolation
dans l'espace ou dans llespace et le temps
[46]. Lteffet de la position de EF a &été
étudié en [33], [41],

o —————

I
[

I
>
<
m
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Sur la limite latérale GF, on peut aussi, dans certains cas, utiliser des extrapolations,
Une technique dlinspiration analogue, consistant & écrire des conditions dfonde simple,
stest révélée trbs efficace [27], [30], [32], [34], du moins tant que le choc ne coupe

pas GF. On considdre les carasctéristiques C* inclindes positivement issues des points du
meillage situés sur la ligne G'F' adjacente & GF (fig. 10§.

En supposant ces caractéristiques c
rectilignes (régime d'onde simple) on / f
obtient leur intersection avec GF, Les G
grandeurs de l'écoulement restent constantes
sur ces carachéristiques : on en déduit, par G i ¢
interpolation, les inconnues aux noeuds du
maillage sur GF. L'application de cette ftechnique
suppose que GI' est assez loin de 1l'obstacle pour
que les effets dissipatifs y soient négligeables. Figure 10

Enfin, la frontidre comporte éventuellement des axes de symétrie tels que HA, IE sur
lesquels l'écriture de conditions de symétrie ne pose pas de problimes.

6 ~ TRATTRMENT IES CHOCS

Tant que le nombre de Reynolds est assez faible pour que le choc ait une structure
représentable & 1'échelle du maillage, tous les schémas proposés permettront d'obtenir
1a structure de cette couche de choec. En fait, lorsque le nombre de Reynolds crolt,
1tépaisseur du choc devient trdés petite par rapport aux échelles des gradients de 1'écou-
Jement et 1'on ne stintéresse pas, en général & la structure réelle de 1'onde de choce
Sur le plan numérique, les problimes posés alors par la présence de chocs sont les mémes
gquten fluide parfait.

Dans le cas de la dynamigue des gaz non dissipatifs on dispose de deux types de méthoe-
des qui ont chacun leurs avantages et leurs inconvénients : le "shock~capturing” et le

"ghock-Fitting"s

Ies méthodes de "shock—capturing” sont basées sur une discrétisation des éguations
mises sous forme comservabive [50] et le choc se calcule comme wn point courant. 1'im-
mense avantage de cebte méthode est de ne pas obliger & faire de traitement particulier
pour le choc j psr contre, ce dermier n'est plus une discontinuité (toujom's dans le
cas dtun fluide non dissipatif), il est étalé sur 2 & 3 points de discrétisation et
il apparatt souvent des osecillations parasites derridre le choc [52], [53].

Les schémas (27), (30) et (32) sont des extensions directes au cas des fluides
visqueux de schémas éprouvés en dynamique des gaz non dissipatifs.

Toujours dans cette catégorie d'algorithmes qui traitent les points choes comme des
points courants il faut citer les méthodes de viscosité artificielle du type Von Neumann ~
Richtmyer, par ewemple la méthode de Rusanov [52] étendue au cas visqueux en [24] et [28],

Le procédé de "shock-fitiing® est basé sur un traitement particulier du choe, consigée
ré comme une ligne de discontinuité., I1 faut alors introduire une inconnue supplémentaire
qui est 1'équation du choe. La vitesse du choc ainsi que les sauts & travers celui-ci sont
déterminés grice aux relations de Rapkine - Hugoniot et & une équation supplémentaire obte-
mie & partir des équations du mouvement, par exemple une relation de compalibilité le long
dtune caractéristique convenablement choisie [37], [53], [54].

Llgvantage d'une telle méthode est évidemment de dommer des choes gqui sont réellement
des discontinuités et d'éviter llapparition d'oscillations parasites. Mais le procédé est

N

difficile & appliquer en toute généralité.

Ce procédé pourreit &tre ubilisé méme dans le cas ol la dissipation n'est pas assez
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faible pour qu'on puisse assimiler la couche de choc & une discontinuité, IL faudrait
alors considérer des relations de Rankine- Hugoniot modifiées pour tenir compte .de la
structure du choc [55].

7 - PRECISION ET TEMPS IE CALCUL

Pour terminer cet exposé, il comvient de dire quelques mots des problimes techniques
de précision et de temps de ealcul, problimes liés b la puissance et & la rapidité des
ordinateurs.

les calculs d'écoulements de fluide visqueux compressible sont cofiteux en temps ma=
chine pour plusieurs raisons : nombre et complexité algébrique des équations, convergence
vers 1'état stationnaire d'autant plus lente que le nombre de Reynolds est grand, existence
de zones & forts gradients dont la représentation nécessite wn maillage trés fine..

Dans le cas des grands nombres de Reynolds, s'il n'est pas nécesscire de chercher &
calculer la structure exacte du choc, par contre il est indispenseble que 1'écoulement
dans la couche limite au voisinage d'une parol goit correctement représenté. Il faut alors
raffiner fortement le maillage dans cetie zone, ce qui peut entrainer des difficultés
compte term de 1'épaisseur (de 1'ordre de Re~Y% ) de cette couche limite, En fait, il est
néecessaire de diminuer le pas dlespace seulement dans la direction transversale & la couche
limite. Pour pallier aux inconvénients 1iés & la disparité des pas dlespace {le pas de
temps At est déterminé par le plus petit des pas d'espace), une méthode b pas fractionnai~
res a été proposée en [25].

Parmi les méthodes coursmment employdes pour tenter de résoudre ces difficultés on
peut citer :

{a) Trensformations de coordemnées choisies de fagon quta des points égquidistants dans le
plan de caleul correspondent, dans le plan physique, des points trés rapprochés dans
les zones & forts gradients et rélativement espacés ailleurs.

(p) Calouls par étapes successives (dans le temps) avec des maillages de plus en plus fins.

{¢) Division du domaine de caleul en régions de maillages différents ; il convient dans
ce cas d'effectuer des raccordements aux frontieres.

Ces difficultés font que les applications traitées jusqu'ici sont, comme on lta vu,
limitées & des écoulements bidimensionnels et & des gdométries relativement simples. Les
progrés auxquels on peut s'attendre en ce qui concerne les ordinateurs permettront dtune
part de rendre de telles applications beaucoup plus courantes et d'autre part de mettre en
oeuvre les méthodes de résolution mmérigue des équations de Navier-Stokes pour des écoule—

ments tridimensionnels et dans des configurations géométriques plus complexes.

Bemerciements : les suteurs $ilennent & remercier J.F. Sageau dont l'aide pour les appli-
cations numériques présentées sur les figures 2 & 4 leur a été trds
précieuse.
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PROBLEMES D’ONDES
WAVES PROBLEMS

THREE DIMENSIONAL FLOWS AROUND AIRFOILS WITH SHOCKS

Antony Jameson

Courant Institute of Mathematical Sciences, ew York University

1. Introduction.

The determination of flows containing embedded shock waves over
a wing in a stream moving at near sonic speed is an important engineer-
ing problem. The economy of operation of a transport aircraft is
generally improved by increasing its speed to the point at which the
drag penalty due to the appearance of shock waves begins to over-
balance the savings obtainable by flying faster. Thus the transonic
regime is precisely the regime of greatest interest in the design of
commercial aircraft. The calculation of transonic flows also poses a
problem which is mathematically interesting,because the governing
partial differential equation is nonlinear and of mixed type, and it
is necessary to admit discontinuities in order to obtain a solution.

The recent development of successful numerical methods for cal-
culating two dimensional transonic flows around airfoils (Murman and
Cole, 1971, Steger and Lomax 1972; Garabedian and Korn 1972; Jameson
1971) encourages the belief that it should be possible to perform
useful calculations of three dimensional flows with the existing
generation of computers such as the CDC 6600 and 7600. The flow over
an isolated yawed wing appears to be particularly suitable for a
first attack. While the boundary shape is relatively simple, this
configuration includes the full complexities of a three dimensional
flow with obligue shock waves and a trailing vortex sheet. At the
same time the use of a yawed wing has been seriously proposed for a
transonic transport (Jones, 1972) because it can generate 1ift
with less wave drag than an arrow wing, and detalled design studies
and tests are presently being conducted.

In setting up a mathematical model we are guided by the need to
obtain equations which are simple enough for their solution to be
feasible, while at the same time retaining the important characteris-
tics of the real flow. In the case of flows around airfoils viscous
effects take place in a much smaller length scale than the main flow.
Accordingly they will be ignored except for their role in preventing
flow around the sharp trailing edge, thus inducing circulation and
1ift. With this simplification the mathematical difficulties are
principally caused by the mixed elliptic and hyperbolic type of the
equations, and by the presence of shock waves. A satisfactory method
should be capable of predicting the onset of wave drag if not its
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exact magnitude. Since strong shock waves would lead to high drag, we
may reasonably suppose that an efficient aerodynamic design would per-
mit only the presence of guite weak shock waves, so that the error in
ignoring variations in entropy and assuming an irrotational flow should
be small. The proper treatment of strong shock waves would require

a much more complicated model, allowing for the presence of regions

of separated flow behind the shock waves. Thus we are led to use the

potential equation for irrotational flow:

(*-u®yo,, + @P-ve v @Pwho,,

- 2uv¢xy - 2vw¢yz - 2qu>Xy = 0 (1)

in which ¢ is the velocity potential, u, v and w are the velocity

components

and a is the local speed of sound. This is determined from the
stagnation speed of sound ag by the energy relation
- 2
¥ = al - B (vt (3)
where v is the ratio of the specific heats. This eguation is elliptic
at subsonic points where

a2 > UZ + v2 + w2

and hyperbolic at supersonic points where

az < u2 + v2 + w2

It is to be solved subject to the Neumann boundary condition

2= (4)

at the wing surface, where v is the normal direction. Since smooth
transonic solutions are known not to exist except for special boundary
shapes {(Mcrawetz, 1956), it is necessary to admit weak solutions (Lax,
1954). The appropriate jump conditions require conservation of the
normal component of mass flow and the tangential component of velocity.
Since the potential equation represents isentropic flow, the normal
component of momentum is then not conserved, so that the jump carries
a force which is balanced by an opposing force on the body. Thus a
drag force appears, providing an approximate reprsentation of wave
drag. The method can therefore be used to predict drag rise due to
the appearance of shock waves.

The use of ocne dependent variable instead of the five reqguired by
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the full Euler eqguations (u, v, w,density and energy) is an impor-
tant advantage for three dimensional calculations, which are
generally restricted by limitations of machine memory. A further
simplification can be obtained by using small disturbance theory,

in which only the first term of an expansion in a thickness parameter

is retained (Bailey and Ballhouse, 1972). Equation (1) is replaced by

(L-w- (D20 )6 + 0+ 0, = 0 (5)
where Mﬁis the Mach number at infinity. The boundary condition is
now applied at the plane z = 0, eliminating the need to satisfy a
Neumann boundary condition at a curved surface. Such an expansion
is not uniformly valid, however, failing near stagnation points on
blunt leading edges. Since it is desired to resolve the effects of
small changes in the shape of the wing section, which may be reguired
to limit the strength of shock waves appearing in the flow, or even to
obtain shock-free flow (Bauer, Garabedian and Korn, 1972), it is
preferred here to use the full potential flow equation (1).

Solutions of the potential equation are invariant under a

reversal of flow direction
u='¢xl v = -0 ’ w = —-¢

and in the absence of a directional condition corresponding to the
condition that entropy can only increase, its solution in the tran-
sonic regime is not unique. Solutions with expansion shocks are
possible. To exclude these, and to ensure uniqueness, the direction-
al property which was removed by eliminating entropy from the
equations must be restored in the numerical scheme. This indicates
the need to use biased differencing in the supersonic zone, corres-
ponding to the upwind region of dependence of the flow. For

the small disturbance equation (5) this can be achieved simply by
using backward difference formulas in the x direction at all super-
sonic points (Murman and Cole 197 ). At the point idx, jAy, kdy,

b

is represented by

®

XX

i,9. " 2%o1 5k T %2k

2
Ax
The dominant truncation error —AX¢XXX arising from this expression

then acts as an artificial viscosity, since the coefficient of ¢xx is
negative in the supersonic zone. This ensures that only the proper
jumps can occur. In fact, when the truncation error is included,

equation (5) resembles the viscous transonic equation which has been
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used to simulate shock structure (Hayes, 1958). The difference equa-
tions exhibit similar behaviour, automatically locating shock waves
in the form of compression bands spread over a few mesh widths.

The calculations to be described are based on a similar principle,
but use a coordinate invariant difference scheme in which the retarded
difference formulas are constructed to conform with the local flow
direction. The resulting 'rotated' difference scheme allows complete
flexibility in the choice of a coordinate system. Thus curvilinear
coordinates may be used without restriction to improve the accuracy of
the treatment of boundary conditions, and mesh points can be concen-
trated in regions of rapid variation of the flow. The property of auto-
matically locating shock waves is retained. This is a great advantage
in treating flows which may contain a complex pattern of waves.

The scheme has proved to be stable and convergent throughout the
transonic range, including the case of flight at Mach 1. Calculations
have been performed for Mach numbers up to 1.2 and yaw angles up to
60°, covering the most likely operating range of a yawed wing trans-
port designed to fly at slightly supersonic speeds. The calculations
become progressively less accurate, however, towards the upper end of
the range, because the difference scheme is first order accurate in the
supersonic zone. Alsc the present scheme has the disadvantage that

it is not written in conservative form (Lax, 1954}, sc that the
correct jump conditions are not precisely enforced. The best way to

improve the treatment of the jump conditions remains an open question.

2. Formulation in Curvilinear Coordinates.

The configuration to be considered is illustrated in Figure 1.
An isolated wing is placed at an arbitrary yvaw angle in a uniform free
stream with prescribed Mach number at infinity. According to the Kutta
condition the viscous effects cause the circulation at each span station
to be such that the flow passes smoothly off the sharp trailing edge. The
varying spanwise distribution of lift generates a vortex sheet which
trails in the streamwise direction behind the trailing edge, and behind
the gide edge of the downstream tip. In practice the vortex sheet rolls
up behind each tip and decays through viscous effects. A simplified
model will be used in which convection and decay of the sheet are
ignored. Then the jump [ in potential should be constant along lines
parallel to the free stream behind the wing. Also the normal compo-
nent of velocity should be continuous through the sheet. At infinity
the flow is undisturbed except in the Trefftz plane far downstream,

where there will be a two dimensional flow induced by the vortex sheet.
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Near the leading edge the boundary surface has a high curvature.
In order to prevent a loss of accuracy in the numerical treatment of
the boundary condition it is convenient to use curvilinear coordinates.
Then by making the body coincide with a coordinate surface,we can
avoid the need for complicated interpolation formulas, and maintain
small truncation errors. For two dimensional calculations an effec-
tive way to do this is to map the exterior of the profile onto a
regular shape, such as a circle or half plane, by a conformal mapping
(Sells, 1968; Garabedian and Korn, 1972; Jameson 1974). For three
dimensional calculations no such simple method is available. The
number of additional terms in the equations arising from coordinate
transformations should be limited to avoid an excessive growth in the
computer time required for a calculation. For this reason the use of
a conformal transformation which varies in the spanwise direction is
not attractive.

A convenient coordinate system for treating wings with straight
leading edges can be constructed in two stages. Let %, y and z be
Cartesian coordinates with the x-y planes containing the wing sections,
and the 2z axis parallel to the leading edge, as in Figure 1. Then the
wing is first 'unwrapped' by a square root transformation of the x-y
planes, independent of z,

x + iy = 3 (xiv)?, oz = 7, (6)

applied about a singular line just behind the leading edge, as in

Figure 2. X and Yl represent parabolic coordinates in the x-y planes,
which become half planes in Xl and Yl’ while the wing surface is split
open to form a bump on the boundary Y, = 0. In terms of the transform-

1
ed coordinates the surface can be represented as

Y, = S(Xl,Zl) (7)

In the second stage of the construction the bump is removed by a
shearing transformation in which the coordinate surfaces are displaced

until they become parallel to the wing surface:

X = Xl , ¥ = Y'S(Xllzl) 7 Z = Zl (8)

The final coordinates X, Y and % are slightly nonorthogonal. It is
best to continue the sheared coordinate surfacesin the direction of
the mean camber line off the trailing edge, so that there is no
corner in the coordinate lines if the wing has a cusped trailing edge.
The vortex sheet is assumed to lie in the surface Z = 0 so that it is
also split by the transformation. A complication is caused by the

continuation of the cut beyond the wing tips. Points on the two sides
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of the cut map to the same point in the Cartesian system, and must be
identified when writing difference formulas. While the leading edge
is restricted to be straight, the wing section can be varied or twist-
ed and the trailing edge can be tapered or curved in any desired
manner. The yaw angle is introduced simply by rotating the flow at
infinity. It is then necessary to track the edge of the vortex sheet
in the streamwise direction.

Since the potential approaches infinity in the far field, it is
necessary to work with a reduced potential G, from which the singular-
ity at infinity has bheen removed. If 8 is the yaw angle, and o the

angle of attack in the crossplane normal to the leading edge, we set
b = G + {%[Xz—(Y+S)2]cos o + X(Y+8)sin a}cos & + Z sin 9 (9)

Orthogonal velocity components in the Xl’Yl and Zl directions are then

P =k - .
U= = {GX SXGY+ [X cos o + (Y+S) sin o] cos 6}
1
Vo= ﬁ {GY + [x sin a - (Y+S) cos al cos a}
W o= GZ— SZGY + sin 9 (10}

where h is the mapping modulus of the parabolic transformation given
by

n? = x% & (v+s)? (11)

The local speed of sound now satisfies the relation

a2 = aé - 155 (U2+V2+W2) {12)
The potential eguation becomes
AGXX + BGYY + CGZZ + DGXY + EGYZ + FGXZ = H {13a}
where
A = a2 - Uz
2 2 .2.2, _ _ 2 2
B = a (1L + 8y + h"sy) (V- Usy - h ws,)
C = hz(a2~W2)
2 2 (13b)
D = - 2a SX - 2V ~ USX— h WSZ)
E = - h%a’s. - 2n(V - US_~- hoWS )W
Z X Z
P = - 2hUW

and
2 2, . 2, 2 2
H = {(a - )DXX + h"{a"-W )SZZ - ZhUWSXZ}GY

+ {(U2~V2) cos o + 2UV sin u} cos ©

- %.(U2+v2){ux + v(y+s)} . (13c)



19

The boundary condition on the body takes the form

, 2
(S cos o~X sin a)cos B+ UlSX+ h WlSZ

G, = - {14a)
Y 2 2.2
1+ SX +h SZ
where
Uy = GX + (X cos a + 8 sin o) cos 6
(14b)
Wl = GZ + sin ©

An advantage of the parabolic transformation is that it collapses the
height of the disturbance due to the vortex sheet to zero in the
transformed coordinate system at points far downstream, where X

approaches infinity. Thus the far field boundary condition is simply
G=20 (15)

In order to obtain a finite region for computation the coordi-
nates X, Y and Z may finally be replaced by stretched coordinates.

For example one can set

where o is a positive index, so that X varies between -1 and 1 as X

varies between —-» and .

3. HNumerical Scheme.

The success of the Murman difference scheme for the small distur-
bance equation (5) is attributable to the fact that the use of
retarded difference formulas in the supersonic zone leads to the
correct region of dependence, and also introduces a truncation error
which acts like viscosity. The artificial viscosity is added smoothly
because the coefficient of ¢xx is zero at the sonic line, where the
switch in the difference scheme takes place.

The 'rotated' difference scheme employed for the present calcula-
tions is designed to introduce correctly oriented upwind difference
formulas in a similar smooth manner when the flow direction is arbi-
trary. With this end in view, the equation is rearranged as if it
were locally expressed in a coordinate system aligned with the flow.
Considering first the case of Cartesian coordinates, let s denote the
stream direction. Then equation (1) can be written in the canonical

form

(a®~q®) o g + a’ (890, ) = 0 (16)

where g is the stream speed determined from the formula
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q2 = u2 + v2 + w2 (17}

and A¢ denotes the Laplacian

B4 = by + Syt 9y, (18)

Since the direction cosines of the stream direction are u/g, v/q, and
w/q, the streamwise second derivative can be expressed as

beg = By ho, + v+ wo

ss %x vy _— 2uv¢xy + 2vw¢yz + 2uw¢xz) (19)

On substituting the expressions for ®ss and A¢, eguation {(16) reduces
to the usual form (1). To carry out this rearrangement oy v ®y and ¢Z
are first evaluated using central difference formulas. With the
velocity components known, the local type of the flow is determined
from the sign of az—qz. If the flow is locally subsonic all terms are
represented by central difference formulas. If, on the other hand, it
is locally supersonic, all second derivatives contributing to @SS in

the first term are represented by retarded difference formulas of the

form
, ° 9,k T 2%-1,9,k T %i-2,9 .k
XK AXZ
. - S a0k T %o1,,0 T %i,-1,k T %o -1k
Xy Ax Ay

biased in the upstream direction in each coordinate, while the remain-
ing terms are represented by central difference formulas. The scheme
assumes a form similar to the Murman scheme whenever the velocity
coincides with one of the coordinate directions. At subsonic points
it is second order accurate. At supersonic points it is first order
accurate, introducing an artificial viscosity proportional to qz—az

which just wanishes at the sonic line,

When the equation is written in curvilinear coordinates, only the
principal part, consisting of the terms containing the second deriva-
tives on the left~hand side of equation (l3a), need be split and
rearranged in this way, since the characteristic directions and region
of dependence are determined by the coefficients of the second deriva-
tives. Also the expressions for the second derivatives dominate the
finite difference equations when the mesh width is small. Accordingly
all terms contributing to H on the right side of (13a) are calculated
using central difference formulas at both supersonic and subsonic
points.

It remains to devise a scheme for solving the difference equa-

tions. The presence of downstream points in the central difference
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formulas prevents the use of a simple marching procedure in either the
supersonic or the subsonic zone. Thus we are led to use an iterative
method. At each cycle the difference formulas are evaluated using old
values of the potential, generated during the previous cycle, at
points which have not yet been updated. While iterative methods are
well established for elliptic equations, the use of such a method in
the supersonic zone, where the equation is hyperbolic, reguires
analysis. For this purpose it is convenient to regard the iterations
as steps in an artificial time coordinate, so that the solution proce-
dure can be considered as a finite difference scheme for a time depen-
dent equation. Provided that the iterative process is stable and
consistent with a properly posed initial value problem, the time
dependent equation will represent its behaviour in the limit as the
mesh is refined. Thus we can infer the behaviour of the iterative
process from the behaviour of the equivalent time dependent equation.
If the process is to converge, the solution of the steady state equa-
tion ought to be a stable equilibrium point of the time dependent
equation, and the regions of dependence of the two equations should be
compatible.

Denoting updated values by a superscript +, representative

central difference formulas for the second derivatives are

+ +
. _ Gi-l,j,k - (l+rAX)Gi,j,k - (l—rAx)Gi,j’k + Gi+l,j,k
XX Ax2
(20)
G - 6] e + Gl
G = _i+l,j+1,k i-1,3+1,k “i+l,j-1,k i-1,j-1,k
XY ZAXEY

where old values of the potential are used on one side because the
new values are not yet available, and a linear combination of old and
new values is used at the center point. If At is the time step these
formulas may be interpreted as representing

G, - 25 (g

xx T Bx + rGy)

Xt
and

1
Sy ~ 2 Cye

| >
%o

Thus the presence of mixed space time derivatives cannot be avoided in
the equivalent time dependent equation. This equation can therefore
be written in the form

2
(M -l)GSS - Gmm - Gnn + 2alet + 2&2Gmt + 20e3Gnt =Q (21)

where M is the local Mach number,
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q
M= 2 (22)

m and n are suitably scaled coordinates in the plane normal to the
stream direction s, and Q contains all terms except the principal part.
The coefficients Gyr Oy and o5 depend on the split between new and

0ld values in the difference equations. Introducing a new time coor-

dinate
0.
T = £ =~ + L.+ a.Ln (233
21 2 3
eguation (21) becomes
a2
2 - ~ _ i 2 _ 2 ~
(x 116 Smm ~ Snn {M2~l %2 ¢3|Gpp = Q - (24)

To avoid producing an ultrahyperbolic equation for which the initial
data cannot in general be arbitrarily prescribed (Courant and Hilbert,
1962), the difference formulas at supersonic points should be organiz-
ed so that

(RN

o2 > (M2~1><a§+a§) i (25)

Then the hyperbolic character is retained by the time dependent egua-
tion, and s is the time like direction as in the steady state equation.
If condition (25) is satisfied, the characteristic cone of the

time dependent equation (21) is given by

(u25~alm)2+ (uBS—aln)z— (Mz-l)(u3m—a2n)2

+(M2—l)(t2+2a2mt+2a3nt) - 2ulst = 0

This is illustrated in Figure 3 for the two dimensional case. The
region of dependence lies entirely behind the current time level
except for the single characteristic direction

%2 3

t =20, m=-=3, n=-=s.

1 1
The difference eguations will have the correct region of dependence
provided that the points are ordered so that the backward half of
this line lies in the updated region. The mechanism of convergence
in the supersonic zone can also be inferred from the orientation of
the characteristic cone. Since the region of dependence lies
entirely on the upstream side, with advancing time it will eventually
cease to intersect the initial time plane. Instead it will intersect
a surface containing the Cauchy data of the steady state problem, and
hence the solution will reach a steady state. The rate of convergence
is maximized by minimizing the rearward inclination of the most

retarded characteristic



Thus it is best to use the minimum value of oy which allows condition
(25) to be satisfied.

Condition {25) generally requires the retarded difference
formulas for GSs in the supersonic zone to be augmented by expressions
contributing to the term in Gst' At the same time a local von Neumann
test (Jameson, 1974) indicates that at supersonic points the new and
old values ought to be split so that the coefficient of ¢t in the
equivalent time dependent equation is zero. For these reasons, and
also to ensure the diagonal dominance of the equations for the new
values on each line, Gss is calculated at supersonic points using

formulas of the form

+ +
I U 0 Sl VR B0 Sl B3 U0 I S B W 0
G =
p:0:4 sz
* cr -~ Gi + af e
.. - Gi,4,k = %i-1,5,k i,3-1,k i-1,4-1,k
Xy © AX AY

where the superscript + has again been used to denote new values. The

first formula can be interpreted as representing

At
Gyx ¥ 2 7x Cxe

Its use together with the corresponding formulas for GYY and GZZ thus
results in the introduction of a term in Gst proportional to the
coefficient qz—a2 of GSS . To meet condition (25) near the sonic
line, where q2—a approaches zero, the coefficient of ¢st can be
further augmented by adding a term

2. .
B == (UGXt + VGYt + h WbZt) (27)

with B an appropriately chosen positive parameter. The reguired

mixed space time derivatives are represented by formulas of the form

+ +

At %,k T %,k T %19,k T Gie1, 50k

At g = (28)
Ax "Xt sz

The treatment of the principal part at supersonic pointsis coupleted by
using central difference formulas of the form (20) to represent A¢—¢SS,
with r set equal to zero to give a zero coefficient of ¢t.

In the subsonic zone formulas of the form (20) are used for all

second derivatives. Convergence now depends on the damping provided
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by ¢t {Garabedian, 195%6). If w is the overrelaxation factor one takes
rAx =2 -1 (29)
w

where w has a value slightly less than 2. In both the subsonic and
the supersonic zones the velocities and all terms containing the
first derivatives are evaluated by formulas of the form

_Sie1,9,x " %190k
X TN

G

using values frozen from the previous cycle.

The boundary condition at the body is satisfied by giving
appropriate values to G at a row of dummy points behind the boundary.
The standard difference eguations are then used at the surface points,
which are thus treated with similar truncation errors to the interior
points. To treat lifting flows it is necessary to allow for a jump T
in the potential bhetween corresponding points in the plane Y = 0,
representing the two sides of the vortex sheet. The jump should be
constant along lines in the streamline direction. Difference formulas
bridging the cut are evaluated using a value of I' frozen from the
previous cycle. At the end of the cycle I' is then adjusted to the
new value of the jump at the appropriate point on the trailing edge.

The foregoing formulas represent a point relaxation algorithm.
To increase the speed of convergence it is better to use a line
relaxation algorithm in which all the points on a line are simultane-
ously updated. If points on an X line are being updated, the only
modification reguired is to replace the central difference formula
(20) for G, by a formula using all new values

XX
+ + +

o Si1,90k i,9,k 7 Cie1,9.k
UXX 2

The resulting line equations are easily solved, since they are tri-
diagonal and diagonally dominant in both the subsonic and the super-
sonic zones. The lines to be updated can be in any coordinate
direction. The only constraint is the need to march in a direction
which is not opposed to the flow,in order to obtain a positive

coefficient for GS It has been found best to divide each X-Y plane

e
into three strips. Then one marches towards the surface in the
central strip, and outwards with the flow in the left and right-hand

strips.
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4, Results.

FORTRAN computer programs incorporating these principles have
been used to make extensive numerical studies of both two and three
dimensional transonic flows. To save computer time, calculations are
performed on a seguence of meshes. The solution is first obtained on
a coarse mesh. This is then interpolated to provide the starting
point for a calculation in which the mesh size is halved in each
coordinate direction. Using this procedure the 1lift can be approxi-
mately determined on the coarse mesh at very low cost. Typically the
lattice for the initial calculation contains 64 divisions in the chord-
wise X direction, 8 divisions in the normal Y direction, and 16
divisions in the spanwise Z direction, giving 8,192 cells. The refined
mesh then has 65,536 cells. Generally 200 cycles on the coarse mesh
followed by 100 cycles on the fine mesh are sufficient to reduce the
largest residual to the order of 10“5. Such a calculation takes about
30 minutes on a CDC 6600. To improve the resolution of the shocks on
the wing surface, more divisions are sometimes used in the X coordinate,
giving a refined mesh with 192x16x32 = 98,304 cells. In order to
check the convergence of the method as the mesh size is reduced, a
few calculations have been made on a seguence of three meshes, with
192x32%x64 = 393,216 cells on the third mesh. Such a calculation
requires the use of the disc for storage, and is expensive. Each fine
mesh cycle takes about 90 seconds, so that a complete calculation
takes 3 or 4 hours. For engineering purposes the meshes with 65,536
or 98,304 cells generally seem to give sufficient accuracy.

A useful test of the accuracy of the three-dimensional difference
scheme is provided by the case of an infinite yawed wing. The condi-
tions for simple sweepback theory are then exactly satisfied, and the
flow is effectively two-dimensional. If the vaw angle is varied to
keep the velocity normal to the leading edge fixed as the Mach number
is increased, the only change should be in the uniform spanwise
component of the velocity. The flow in the planes containing the
wing section should be independent of the vaw angle. It is treated
differently by the difference scheme, however, because the size of
the hyperbolic region increases as the Mach number and yaw angle are
increased, so that retarded differencing is used at a larger number
of points. Figure 4 shows a comparison of the computed pressure
distribution over an infinite yawed wing at two corresponding condi-
tions, Mach .65 with zero yaw, and Mach 1.02 with a yaw angle of 50.4°.

The wing section was designed by Garabedian to produce very high lift
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with shockfree flow {(Bauer, Garabedian, Jameson and XKorn, 1974), and
the flow is very sensitive to small changes in the Mach number and
angle of attack. The lift and drag coefficients obtained by
integrating the surface pressure are also shown. For convenience all
coefficients are referred to the velocity normal to the leading edge.
It can be seen that the numerical results do have the expected
invariance despite the change in the differencing. These calcula-
tions were performed with a mesh containing 240 divisions in the X
coordinate and 32 divisions in the Y coordinate.

Figures 5, 6 and 7 show typical results of calculations for
finite wings. The pressure distributions at successive span stations
are plotted above each other at egual vertical intervals, with the
leading tip at the bottom. In all cases the computed 1lift drag ratio
includes an allowance for a skin friction coefficient of .010. At
positive yaw angles the contribution of the spanwise force component
has been ignored to avoid errors arising from poor resolution at the
tips. Figures 5 and 6 display results of calculations using the very
fine mesh with 393,216 cells. Figure 5 shows an example at Mach .75
with zero yaw. The wing section is one used by R.T. Jones in tests of
a model with yawed wing (Graham, Jones and Boltz, 1973). Two-dimen-
sional calculations show that this section generates two shock waves
at low lift which coalesce to a single shock wave at high lift. It is
interesting that the three dimensional flow shows a transition from
the single to the double shock pattern as the load falls off near
the tips. Figure 6 shows an example for a wing with the same
section at Mach .866 and a yaw angle of 30°. The angle of attack is
the angle measured in the plane normal to the leading edge. Sone
twist was introduced, but not enough to equalize the load completely.
At this yaw angle the shock waves are still quite well captured by
the difference scheme, as can be seen. Figure 7 shows an example of
a calculation on a mesh with 98,304 cells. The wing section was
another airfoil designed by Garabedian. In two dimensional flow this
airfoil should be shock free at a Mach number of .80 and a lift
coefficient of .3, with supersonic zones on both upper and lower
surfaces. The wing is shown at Mach .87 and a yaw angle of 15°.
Shock waves can be clearly seen on both surfaces. The calculations
indicate, however, that with this moderate amount of sweep, and
some relief due to the three dimensional effects, drag rise is only
just beginning to occur at this point. Since this airfoil is
also 12 percent thick, it is an attractive candidate for a fast

subsonic airplane such as an executive jet.
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With a supersonic free stream and a large yaw angle, the flow is
generally supersonic behind the oblique shock waves which appear on
the wing surface. In this situation the computed shock waves are
less well defined. Usually they are spread over 4 or 5 mesh widths.
The calculations still appear, however, to provide a useful estimate
of the lift drag ratio. Figure 8 shows some curves of the lift drag
ratio for a partially tapered wing with Jones' section and an aspect
ratio of 11.1. These were computed using a mesh with 65,536 cells.
The amount of twist was generally not correctly chosen to equalize
the load across the span. The curves are, however, guite consistent
with the results of Jones' tests of a yawed wing with the same section

and an elliptic planform of aspect ratio 12.7.

5. Conclusion

The results support the belief that with the speed and capacity
of the computers now in prospect it will be possible to use the
computer as a 'numerical wind tunnel'. The use of an artificial time
dependent equation results in rapid convergence, in contrast to
methods in which the physical time dependent equation is integrated
until it reaches a steady state (Magnus and Yoshihara, 1970). The
consistency of the results also provides a numerical confirmation of
the uniquenesé of weak solutions of the potential eguation, provided
that the correct entropy inequality is enforced.

Much remains to be done to improve the accuracy and range of the
calculations. 1In order to improve the treatment of the shock waves
it would be better to write the equations in conservative form. This
requires only a small modification of the small disturbance egquation

(5). The first term is expressed in the form %% where

r= (-l B o2

Artificial viscosity should then be introduced in a conservative form.
This can be done by subtracting the term

Pi,3,x 7 Pi-1,5,x
where

’ at subsonic points

Py = = -
i3,k Tivl, 4,k Fi-1,5,k . .

5hw P at supersonic points
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This results in an artificial viscosity proportional to BZr/axz in
the supersonic zone. At the sonic line it is eguivalent to the use
of Murman's new shock point operator (Murman, 1973}.

The appropriate conservation law for the full potential equation
expresses conservation of mass

? 3 9 _
% {pu) + 3y (ov) + o {ow) = 0

where the density o0 1is given by the formula
o = {1 + léi MZ(l_uZ_VZ_WZ)}l/(Y—l)

The analogue of the Murman scheme introduces a truncation error
proportional to {82/8x2){pu) in the supersonic zone by retarded
differencing. Numerical tests of such a scheme have shown it to be
.ess accurate than the simple retarded scheme for the potential
equation, because of the additional errors arising from this term.
Shock waves standing above the surface in a two dimenaional flow must
be normal because the flow turns smoothly. Thus they can be located
at points of transition to subsonic flow. An approximation to the
jump conditions ccould then be directly imposed. This approach is
less promising for three dimensional calculations, because it is not
so simple to locate the shock waves.

Another shortcoming of the present scheme is its use of first
order accurate difference eguations at supersonic points. Conse-
quently, if the supersonic zone is large, a very fine mesh is needed
to obtain an accurate answer. One line of investigation is the addi-
tion of an explicit term in ¢tt to the artificial time dependent
equation. This would rotate the characteristic cone back from the
current time level, allowing more latitude for the construction of
a higher order scheme. The resulting second order equation can also
be reduced to a first order system of equations in a form amenable
to standard differencing procedures.

The treatment of more complicated configurations such as wing-
body combinations will require extensive investigations of the best
way to set up a coordinate system. It may prove most economical to
patch together separate regions, each using its own coordinate system

suited to the local flow pattern.
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‘LARGE AMPLITUDE WAVE PROPAGATION IN ARTERIES AND VEINS

¥. KIVITY'and R. coLLins®

1. INTRODUCTION

The problem of finite amplitude wave propagation in fluid-filled
distensible tubes, although of potentially wide general interest in
industrial piping systems, finds particularly important application in
biomedical circulatory phenomena. Mathematical and laboratory studies
of such coupled fluid-shell interactions have led to novel contributions
in the field of Biomechanics, an area of continuing activity in the
United States and England, and one which is rapidly attracting the

attention of scientists and medical researchers in France.

The pulsatile flow of b“lood from the heart into the aorta,
and subsequently the connecting great vessels, engenders wave propagation
in the vessel walls, the motion of which in turn modifies the blood flow.
This interaction between fluid and vessel wall motions will depend strongly
upon the material properties of the system, such as fluid demsity and
viscosity and the dynamic viscoelastic properties of the wall, in addition
to the mechanical contraints imposed on the vessel by the surrounding
connective tissue and intercostal arteries. Pathologically-induced changes
in these properties will be evidenced in modified pressure and flow variations
in the distal portions  of the arterial system. Altermatively, such variations

may serve as a basis for estimating such changes in the material properties.

Although radial excursions of 8-10 7Z of the aortic lumen have
been generally observed in in situ measurements under normal physiclogical
conditions, little if any longitudinal displacements of the vessel wall
have been detected. A recent study by Kivity and Collins (1973) describes
a numerical method for determining instantaneous variations in vessel
cross—section, pressure and fluid velocity under conditions of complete
longitudinal tethering. However, in laboratory testing of excised biological

specimens, large longitudinal motions of the wall are known to occur.

On leave from the Scientific Department, Ministry of Defense

Israel.

On sabbatical leave from University of California, School of
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The present work provides a generalized treatment of viscous
fluid motion in a nonlinear orthotropic viscoelastic thin walled tube. A
numerical solution is described based upon a two—step Lax~Wendroff finite

difference scheme which is shown to be very stable and rapid.

2. MATHEMATICAL FORMULATION

2.1 Physical Relations

In this present generalized treatment of the axisymmetric motion
of an incompressible fluid in 2 nonlinear viscoelastic tube, the fluid visco-
sity is accounted for and hence the action of wall friction on longitudinal
displacements of the vessel wall. The actual wall-thickness to diameter ratioc
of the human asorta is about one-tenth. Under the thin wall approximation,
this ratic is considered insignificantly small, leading mathematically to
neglect of the shear stresses and bending moments. Patel and Fry (1969)
showed that the aorta and carotid arteries developed shearing strains that
were very much smaller than the corresponding longitudinal and circumferen-
tial strains, when the vessel was inflated to physiological pressures. Thus
the vessel is orthotropic, and shear strains can be neglected. In this case,
the three orthogonal strains : circumferential, longitudinal and radial are
the on%’ important ones. For an incompressible wall (Poisson ratio equals

one~half), they are interrelated.

A large deflection theory for thim shells of revolution has been
given by Reissner (1949) and a more generalized treatment is described in
the book by Krauss (1967). Under the foregoing assumptions, the equilibrium

of an element of the shell is expressed by Reissner’'s Eq. (28) as

=) = > =
‘g—g(&N;J‘E)—fé%(o(Meje)ﬁL/»oLP =0 (0

where E_ is a Lagrangian coordinate along the generator of the middle surface
of the“tube, & is the polar angle of a point on the middle surface (see

figs, 1 and 2) and % , s 2 are the corresponding Eulerian coordinates,

{

2 2y Ve, . . .

A = (){ *J ) LI.S the Eulerian coordinate of a point on the generator
of the surface and must be regarded as functioms of ( ,t ) since the

problem is time dependent.



215

ol is defined by

- Qﬁ)z% (;2)

—
NF and N9 are the stress resultants in the F and € directions,
is the load intensity vector (external load per unit area).
—_
In the context of the theory of shells, the load is usually

specified. In the present problem, however, the 1oadF results from the
interaction between the fluid and the tube. The wall motion is hence coupled
to that of the fluid through the load vector F per unitirea. A number of
external forces contribute to the load intensity vector ID The normal
component f)w arises from the fluid hydrodynamic pressure acting normal to

the inner layer of the wall, in addition to possible normal forces imposed

on the outer layer by visceral resistance to radial motions. The tangential
component P derives from the shear stress T due to viscous drag at the
inner wall, as well as from longitudinal restraints on the outer wall associa~-
ted with the "tethering" effects of comnective tissue and intercostal arteries

(Patel and Fry 1966).

The quasi one~dimensional viscous flow equations for an incompres-

sible fluid in a distensible axi-symmetric duct may be expressed as :
24* 4 2 [1w) =
inuit . 2 4+ 2 [1w) =
{ continuity )} Bt 92 (3)

{ momentum ) :gﬂl\f“ + 32-%(/%;2—4 Pk%o/f; +4 4)):-? (4.)

where N” is the fluid velocity (averaged over the cross- sectlon) f is the
constant density of the fluid, Phyd is the hydrostatic pressure which is
equal but of opposite sign to the normal component of the external load P“

and the gravitational force potential defined by

23

— {acceleration)
o2 &
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F: represents the friction per unit mass of fluid due to viscous

fluid drag at the wall. For circular tubes

2z
F:jg';t (5)

where T is the shear stress at the wall.

For steady flow in a pipe, from the corresponding formulae of
Poiseuille and Blasius (Bchlichting 1968, p. 79 and 561) for laminar and

turbulent flow, one obtains the shear stress
-
- / z
T = C_F s PV Re ey
where the Reynolds number Q& = f/i(w} //‘, J

(:F is the dimensionless skin friction coefficient, and /» is the fluid

viscosity.

For laminar flow M %! and %:g , while for turbulent flow
m’=l/4 and Cp 2 .07.
In the present calculations, the laminar form of the shear stress has been
used, corresponding to the generally accepted principle that turbulent regions
are rare in most normal physiological blood flows. For example, it was
pointed out by Ling et al (1968) that according to hot—film anemometric
measurements carried out in the arteries of living animals, the flow is
normally nonsteady and laminar. That is, flow profiles are developed locally
and transiently during the passage of each pulsatile wave. The rise time of
the pressure-gradient wave front is of the order of 0.02 seconds {(under
normal physiological conditions) and the apparent propagating velocity of
the wave front is approximately 600 cm/sec., implying a physical width of
the travelling wave of about 12 cm. In general, flow profiles were found to
be blunt and axially symmetric. Both turbulence and secondary flows were
found to be inhibited and localized by the nature of the pulsatile flow,
and although weak turbulence was observed in the aortic arxch of small dogs,

it was quickly dissipated within each heart cycle.
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Nonetheless, in the regions near the shock front where conditions
are clearly not physiological, such may no longer be the case. Although
these expressions are strictly valid only for steady flow, they will be

applied here for the unsteady flow conditions to be described subsequently.

To complete the system of equations (l)‘,CB)/éi) one must add a
constitutive relation linking wall stresses to strains and rates of straim
within the vessel wall. For this purpose, a mathematical expression relating
the stress resultants N‘E and MNp to the material coordinates 4 , Z and
their time derivatives would be desirable. However, even for small deformations,
such a highly developed comstitutive relation is not presently available
without mentioning the still greater lack of knowledge for the large deformation,

high strain-rate range corresponding to shock experiments.

A simplified material model is proposed in which the stress is
related to strain and strain-rate in the circumferential and longitudinal
directions separately. This effectively decoupled representation is not
inconsistent with the assumption of orthotropy implicit in the thin-walled

approximation described above.

Physically, this representation of the state of stress corresponds
to a model of the tube wall composed of two distinct layers : a layer of
"fibers", which carries the stress in the tangential direction and a layer of
"rings", which carries the hoop stress. Similar ideas have been put forth
by Apter et al. (1966).

The stress strain-rate relation in each direction is written in

the form

7(3,3)=f0)+ 9(,3) (7)

9(3,0) =0 (8)

so that ﬁ(}) represents the static loading relation. As a measure of strain,

the extension ratio is employed here, with

2= L. (9)
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where L, is the length of a strained element and luc is its length at some

reference state. For the measurements of Collins and Hu (1972), the explicit

expression("]’) becomes

G(a,3) =E(1+834)(2"-1) (16)

with n={4 , B=0‘é44 sec. and E = 0.28x (OQ dynes/cm2 along the

axial direction.

Relation(’o} may be converted to an expression for the stress

resultants in terms of the coordinates A , 2 . The circumferential extension
is simply
A(E, b A
Ae = AEE A (i

Age) e
The axial extension may be expressed in terms of the quantity ¢ of Eq(i)

by

g = (g,1) _ L (12)

“(,0) ~ Xe

the stress resultants are then related to the stresses by

No= AU (1%

where h is the wall thickness. The variations of the wall thickness ’&,
with the tube displacements may be found in a simple manner if one uses
the Poisson ratio D: /2 typical of biological tissue. In this case, the

material is incompressible, so that
51 )
or

Al DX G ) U(5,E) = helg)oto(s)hely) (14)

where

Pole) = Ple,¢=0)
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Equations (), (3), (4) and ({0) and their associated relations,

constitute a complete system governing the coupled fluid-wall motions.
In the next section, these will be reduced to a simpler set, whose

numerical solution, with illustrative values of the physical parameters,

will be described in the remainder of the work.

2.2 Reduction of Governing Equations

It is convenient to decompose the vector equation (D ino its
components in the "g and M directions. These directions refer to the
generator of the middle surface ( see fig. 1). The hydrostatic pressure in

-
the fluid contributes to the normal component F“ of P and the wall friction
N
(due to fluid viscosity) to the tangential component ?5;' of .P Carrying out

the differentiations in (1) gives
2 (A T 4 2 T =
5z ("Me)]e + X Re oo +haup Jo 4
2 - At T -
&/Ng é?*/? + ‘P‘er\ O

-

-
Let b,J s k, be unit vectors in the¥X ,3 and 2 directions respectively
A

(see fig. 1). The radial and circumferential unit vectors jh and Je

are then related to the former by (Reissner 1949)

lral -~ . - .

Ja =lto0 4750 ; jo =-TSh6+] o0 (%)
and the tangential and normal unit vectors by

S _ = oo E . . - -~ 1 E QDSD (IG)
J; - J/L ?4— Sl‘ﬂcp J n = _JA«S‘“(PJ‘
Then from Eq. (Hp), one finds

51y = n 3

and from Eq. (I§)

(17)

D -4

gbje =-Jr = ~Jy &= .;.jh Sl (18)
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-
whereJ denotes a unit vector in the direction, and (f is the angle

between the tangent to the meridian curve and the & -axis, with

tantp - SLE (19)

The scalar components of EqJ{f) in the g and Ml - directions are now readily

found to be :
3
g"g(’bpg) —XNplenp +Lo<f>§ = (209

’“"g%% +AVp Sinlp + Actpy = O (an

For convenience, one replaces the variables p;— and Np by

Te = —-«&o‘e\oo(c
E=APy = =70 = auke ‘7;/2; (22)

Te = D(Me —_ /&o‘/e;:’o(". V@ = D(c‘eso Vé/}é} (9\3)

The scalar wall equations (Je) and (8l) then become

- 1o Coof
5 Ts ~ Te =P uanp g (a4
o)d
'TF 5?
One can eliminate _'Pn (: - F&«?d&a) between
Eqs. (4 ) and (2B, yielding

Gr {5+ 2 LT 3% +Tosip) + Zb} + -—Zw)o

The governing system then reduces essentially to the three simultaneous

+ TeSin® + Ao pu, =0 @s)

equations (3 ), (94) and (2£) in conjunction with the auxiliary relations
@y, (8), (b, Uo)=(id), 19y, (9@ and (33). .P is the sum of all
tangential loads acting on the wall; in the absence of tetherlng,}) —t

the shear stress due to fluid viscosity.
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2.3 Initial Boundaxry Value Problem

The system of Eqs. (3), (R4), and (AL) is solved numerically
with the following illustrative boundary and initial conditions corresponding
to an arterial segment open at one end (F: O ) with an applied stagnation

pressure at the other end (F: L. ); that is

At F:O : f:.—.o (open end) }(a?)
Tg , O (tube unrestrained longitudinally)
wr(nyt <
A B | : P/}:+Ji'b-2=H{S*” (/9») Py t<aoms (29)
{ ‘FW' L7 20mS
and 2= Const, =2 2Z,(L)

where fH is constant and equal to the stagnation pressure in the reservoir

At 'L:O H W(?)O) -6

2(¥,0) =/u[§) (29)
2(¥,0) = 2o (§)

2.4 8tability Considerations

The numerical stability of the set of governing equations may be
assessed in approximate form, in a manner similar to that of Kivity and Collins
(1973). That is,the system may be cast in both hyperbolic and parabolic forms,
and the appropriate stability criteria developed for each. However, it has
been confirmed in subsequent calculations that it is invariably the stability
criterion associated with the parabolic form which is more restrictive, and

hence only the derivation of that form is outlined here.

One considers the system of equations (3), (94) and () with
the assumption, for simplicity, that 4) =¢ and T = ¢ . Then Eq (94)

becomes

AT, -
g =Tt Tg- STote=pde + toust.  (30)



222

Multiplying Eq(3) by A and Eq(28) by A=A% and adding, one obtains,
in terms of a new variable defined by & = A/U‘)

2 ¢ .
Re 4‘(%)& + A L}iﬂ(_‘}'% +Tgsfl.<{3)}% =o (2

For small displacements, Cf is very close to ){/Q , so that

-57;1 V;’i . Also, from (3e¢), the change in T; is small ]

so that T; is approximately a constant. The quantity &L%% . appearing
in Eq{31{), equals the curvature ( I/R? }, and is also very small, under

the above assumption, so that the terngg may be neglected with respect
to Te . Eq.(31) then becomes

B¢ +(—§})2 + A(Tg/fto()? =0

Te may be expressed in terms of A

compared to Tgo >

and A = —@ gz, using the stress-strain
relationship ({Q) employed in this study. The resulting differential equation
takes on the form

Q -3 Rgg +W=0 (32)

where W is a function of lower order ‘;-— derivatives which do not enter

into this first order estimate of a numerical stability ecriterion, and

. _ P0oe) Lo B
§= 117 we 3/0’&’- IZ2\2
2e Fe Pog /(5?) , ©®

%:2‘ = D¢ (34)

The stability criterion for the parabolic equation (34 is

which implies a time step

AL < f%; >\7é (AE)L

Ba £ (Do) tofte (25)
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3. NUMERICAL SOLUTION

For the solution of the system (3 ), (24) and (16), one employs a
numerical algorithm based on the two-step Lax-Wendroff difference scheme.
In each step, the radius A and the particle velocity AT are explicitly
advanced in time, using the continuity equation (3 ) and the momentum equation
(26), respectively. The new value of A serves to determine a new value ef To
from the relation (23). TE is then determined by integration of (@4). Finpally,

Z is computed implicitly, using a simple Newton method.

This procedure has proved to be reliable, provided that one observes
the stability criterion (3&). In the actual calculation At was taken as 0.8
times the right hand side of (%5). The initial estimate for 2 in the

Newton method was obtained from the value of Z at the previous step.

The Langrandian coordinate ? was chosen to be the initial
coordinate of a point; that is Z(F)O) :?{ . To simplify the presentation
of the difference scheme, the following abbreviations are used :

DEFINITIONS

S n Ath % n Ath

i
J ¥z 2 " r J = ~ N
2. =& J 2"
Jer I Zjer, ™ Zjn
-?w (‘; f ) (unless a different definition is
j«;—lf?_ Jt explicitly specified)

JT = 5974 fﬁ*{ §9§ -%Tgsmgo}

(" : Cwa? '(fl'“"z
€) + &“”‘0‘“ {ﬁ% %—_——————

aE
+ (Te);\ Sivn Q[D J

s
A
[\

+

n
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() = (a4 b7 4575 ey

J%&& /

A e . in n
(D(J ) = E ( J* + D(J'-f
"' n
J +a o&(j,},, A%

CPPL = ’;‘_ {({9‘/""/2_ + %‘i‘—;’z )

)
(26); =4 (O
J (/L,_,)J. CE)J\;,/ (0(&) +"L M

The difference scheme consists then of the following steps :

STEP L
iy P n e
(&’2)J+u = (4'2 J'HI 5 [@RUj --(/z:‘/\)‘) ’ ]
J*
M""/L [P o n i
AJ}-H/L = "\J;‘N,:b - %Jq-llz [ _]-C—I Tr J w"lz }LJ“,>
4-'/,/
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o M*”L ] 34117!';_
}9) PESIFN

n
JHn (L. o(') ‘/7, ()Q | )QJ#’L - Qg‘j-%)/) nelly
\/H/Z, Vs ?_i'ﬂ_ti«, 93*’/1

nfy nily nille "
(E)J'ﬂ :CTg )J' + A;% e teo ¥y,

n i "
-4 oy t(/md )AJ\)E

het/o

To determine zj*"/ , solve the following implicit
2
ni
equation for (’)cz ) LS
J -
y.-;l/z
h+{!
Vg(>§ : lﬁi—“,fd)/ httiy nerty
J o) { I
2 At ) (’L “e\o
where the function 7 {) )) gives the stress in terms of the
1 nt'h
n+ip
extension )\i and its time rate of change. Knowing ()5) J'+‘/‘z

is found from the relation :
VH—’/)__ b\-sl])_ el ;44»/2 n+tlz 2.
(‘Z " nY; ) -+ (’i ‘s - ) ( . J
/. 1 -t .
J (9 J 2 J 1, 2 g-j ( O\/O)J

STEP II

- n nttle ety ey
()] ] 8 o) - e ey

j+l/z J
“Vi*! ~k htily ' i’
/\, . = /{, - S : il g [ 2 Ralidy X
J ) J { o o f _
ty\ e 72 a2
—_— A ( J"'// + j""/l
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nti {9\ } o i!L‘H
To = oo/ ¢ r
©J \ J e ( AQ ) () 9)
nt |
e oS | netl, »
‘ . — n+l K . 4z
it = TE g T AF { .-._m___/”i*”% Ay
J o('*" &E
m*"g ‘4(1[;_
- /La,/u«o/ 'C( «/_,» !-I/Z /s,w)
a-F{
To determine ZJ , one first solves for (>§) y,l"-/
Jtz

from the equation:

P in
, bt AFJ'U/,_ 'QEJ}/Q / atl 4 .
V%—( >\§J”’z, 3 dﬂk ) () 5/1'*‘2 = (T; JHuh /(4ua°)J'+'fL

ne+{
then, 2 - is determined from :

J
(=, H‘ Jm) (’i;: B w) b o)j“/l]&

The difference analogue of the boundary conditions (&] ) and (29)

is as follows :

Open end
PRl
n nilt e/
i " w [ n 2
E‘ - /{5} s 0,2 g}‘/L (]ra - 7[[ ) - Q%l/l_E(UZVLJ&'?”L)
24y,
n+j

2, is computed by the general procedure.
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Fixed end (with applied stagnation pressure)

nvt
-'r — L (vessel length)
Lt T
NI w S ‘ netie 'T-M“'L
ULM = Wi — Oim-'i )Tim = Nim-ry,
QAt nrth ntfiy
f yuu; C Lm—‘»‘L A Lty
Lim =1
s >
where im is computed from the given applied stagnation

. . ] [N
pressure as a function of time= 1+ E'.A‘L .

n+i

Then, T is calculated by first solving the implicit equation

a+l
for (>9)1,wv
-+l
ne ), Ao ~ OO )écm ne!
% (eim, 222) fro)sn ) =

n+l ath 4 n+'le-
:[JTLM - ’iélyim ) Jf(’u)»mw‘") ‘m D(Cm-«'/z,%(c)i

wir )

nette

SIVI(I&dm

Thew

i

Aim = /)"’)LM(AG)LVH

NOTE

{

In calculating the variables 4 and A/~ , one progresses from ; o

to E L(i=1l toi= Lim ); whereas in the calculation of },F aad 2

one starts at the fixed end } L. since Z 1is prescribed there.
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4. RESULTS AND DISCUSSION

Illustrative computations have been carried out for an aorta,
considered as a nonlinear viscoelastic material with a dynamic constitutive
stress—-strain-strain-rate relation of the functional form Eq.(10). The

physical parameters selected are noted in Table I below :

TABLE I

E‘§ :“E_.G - O.ngjoé d"’{“/OW.z

15}; i5€} = 0;[@3 Sec

/u/ = O
e = oo é?//CaC@
. {sound speed in the aorta at zero transmural
Lo = 3Boo “/W"/&ﬁﬁ pressure)
7 = |em H - 0.63 %x10% dynes/em?,
‘ - o .
Fig. 3 shows the evolution of shape changes at [OmSintervals, with the

shock wave progressing along the tube from right to left, as & function of the
Lagrangian axial coordinate F . The end F =leotm is held fixed, while the
remainder of the tube is free to move longitudinally, as depicted in fig. 4.
Such longitudinal motion, although inhibited by tethering for vessels in situ,
must be considered in in vitro laboratory experiments using excised tissue.
The radial and longitudinal displacements vary smoothly but the demarcation
between "shocked" and undisturbed regions of the vessel wall is quite evident.
The axial distributions of fluid velocity in fig.5 resemble the shape changes
of fig. 3. The pressure distribution in the tube, although not shown here,

may be calculated directly from the variation of the extension ratio p¢ in
fig. 6 and from the distributions of longitudinal and circumferential wall

stresses in figs. 7 and 8, respectively.

The computational method possesses wide generality, well beyond
that implicit in the above calculational example. The present analysis, in
addition to admitting large longitudinal motions of a tapered tube, also

included the effects of fluid viscosity and orthotropicity of the vessel wall.
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The influence of variations of these latter parameters is summarized in Table II
below for the steady-state solution of flow in a tube of uniform cross-—section
obtained numerically from the unsteady solution as the asymptotic limit for
long times. The velocitydze/.ﬁ; of the distal end of the tube §=O is calcu~
lated from a simple finite difference at times of 70 and V6 mS .

The steady-state shock speed U may also be estimated from the
velocity of the distal end of the tube, in terms of the extension ratio %
In a small time interval At , the tube elongates in the region over which
the shock has passed, by an amount equal to the strain (=2-[ ) multiplied

by the speed {J of the wave front, that is

4z, =(/\{;I) vat
or
U = i dZe
T ool dt
This estimate of {J , which is indicated in Table II, agrees favorably with

that computed from the full solutiomn.

TABLE II

_dze/dt -U

o
case n cm/sec AS em/sec Notes
0 250 1.242 1040 parameters as in Table I
18 ) parameters as in Table I
1 5 1.175 1055 except EF=2E@
2 316 1.317 1000 parameters as in Table 1

except E; =ifa Eo
parameters as in Table 1
3 250 1.245 1020 except - =:05 poise,
laminar friction law

4 183 1.154 1190 parameters as in Table I

except 5?“089
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Upon comparing the excension ratio) -for cases 0 and 3, it would
appear that the fluid viscosity, and consequent drag on the tube wall, are
not significant, although this conclusion remains tentative until further
examples are examined. This would indicate that the wall forces are much
more important than viscous drag in determining longitudinal displacements.
However, Table II brings out the considerable influence of the orthotropicity
on the extension ratios. In fact, both changes in the axial wall elasticity
Ei;, (cases 0, | and 2) and in the axial viscoelastic modulus f5§(cases 0 and 4)
effect important changes in the extension ratio af. The steady state shock
velocity appears nonetheless relatively insensitive to such changes, with
the exception of the viscoelastic parameter B, . It may well be possible to
exploit the sensitivity of the wall elongation as an indirect measure of the
circumferential or axial wall moduli of biological vessels subjected to

rapidly changing loads.

5. CONCLUSIONS

A numerical method has been described for the calculation of the
unsteady flow of an incompressible viscous fluid in a distensible tapered tube
possessing orthotropic viscoelastic properties. The formulation is quite
general, including the fluid-wall interaction, the tube wall being characterized

as a thin shell with negligible bending moments.

Illustrative solutions have been presented for the biomedical pheno-
mena of a pulsed flow of blood in an excised segment of human aorta, subjected
to both radial and longitudinal deformations. The complete solution includes
the time variaticns of wall shape, stresses, strains and fluid velocity,
computed in conjunction with a realistic dynamic comstitutive model for the

aortic wall.

The example presented possesses an impulsive inlet flow sufficient to
produce '‘shock-like" signals along the vessel wall. These sharp wave fronts
do not endanger the inherent stability of the numerical two-step Lax-Wendroff

scheme, provided that the stability criteria are properly observed.
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FIG.1

MIDDLE SURFACE OF SHELL, SHOWING
COORDINATES £,80 ON MIDDLE SURFACE
AND UNIT VECTORS ASSOCIATED

WiTH MIDDLE SURFACE
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FI1G. 2

ELEMENT OF SHELL SHOWING
STRESS RESULTANTS
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G.l.Marchuk, V.V.Shaydourov

Increase of Accuracy of Projective-Difference

Schemes

1. Abstract.

In this paper with simple examples there is examined one of
the improvement methods of approximate solution, which is derived
with integral equalities for elliptic differential problems. The
improvement method is to use some approximate systems having low
order of accuracy and depending on the mesh size as the parameter.

4 linear combination of solutions of these problems is made, which
has a given order of accuracy limited by only a degree of smooth-
ness and the data of the differential problem.

An idea of this method is due to L.F.Richardson, but E.A.Vol-
kov and some other mathematicians obtained a constructive proof for
some problems in the 1850's.

We research the realigation of this method for an ordinary 4if-
ferential equation (in debteil, as as illustration), an elliptic dif-
ferential equation in a rectangle and in the domain with a smooth

boundary, and an evolubtional equation with a bounded operator.

2. An ordinary differential equation.

FYor a function @{(x) , which is defined in the segment
G=L[0,1] , the notation ¢ e C (&) means existence of the con-
tinuous derivatives of ¢(x) on G wup to order K .

Let the function wue(,(6) be found from the equation

Luz-(au)+bu=7 in G = (0,1 (D
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with  boundary conditions

u(0) =0, (2)

uw i +yur =g, y>0. (3)

The coefficients of the equation (1) Vaxe G are nonnegative:
oWz >0, B(xyz0 (4)

Let :

(A, 1) =fuvdx, [ u,v] =j’(au’u‘+ Buv) dx
G G
be scalar products.

For to construct algebraic system approximating problem (1) ~

(3) we fix integer n >0 and denote
h:i/ﬁ, Gh:{g:gzih, i:ll,._.,n—ﬂly 6= 6, U{1} . (5)

Let us introduce a set of n  functions,geting V{ée Gy,
i"% o

( Hlaty+0rdd)/ [1faly+tdat ,if x-4e(-h,0),
~h -h

h h
Wyl y)= < (fHla(y +£)d’c}/f o (y+1)dt if 3&~{ée£0,‘h) ) (&)
x-y o

0 or ebse

and for %=4

'.I.-lﬂ o
(f 1/ cy+0)db)/f1fa (y+430%, i x-y € (h,0).
Wplx, = {h - 7))

0 or else

The equation (1) is multiplyed by every function (&) and is

integrated over x:

(F(2), @y, ) =(Lu(x), 0y, (%, 4)) = [ulx), @y x,y)] .

The methodic value of the test funetions (6) - (7) is in



242

faect that the term f au'm’hdx is approximated exactly. We
approximate the other term 80  asg to obtain Ritz’s method
system:
Ludw), @y (2,012 7 Lw, ¢, y), wy (e, )] u" (7). (8.a)
z2e6

n
It is notprincipal, bubt proof is simpler.

The boundary condition (2) yield

w0y =0 (8.1)

and the condition (3) with the equation (1) permitsus to obtain
approximate equation
(F (), W, 1) = [ ulx), wh(m,ﬂ]—ga(n +yo (Hu) =
(8.¢)

2 L, 2), @y 0, 0]ul () - gad) + Yo (1) W (1),
ze@,

If we unite the equations (8.a) - (8.c) and denote @z,%=[®hcx,z),

wh(x,%) , W& have systen
{ w0y =0
| . @z’% uh(2) = (f, @, (x,Y), Vye &, )
ze 6

n

| Z‘g 8, , () # YA MU (1) = (F00), @y (2, 1) +ga (1)

1Z2e " ?
which is equivalent to Ritz*s method system, when one takes linear
space of functions (6) - (7) as approximate subspace. Therefore

the system (9) has a2 unique solution. For further account let

us estimate solubion of systen
F(0)=0
2. gy v =S Vyeby €10)
ze by,
S 8a, v(m+ya ) ult) =S
ze G,

r h
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Lemma 1. For the solution of system (10) estimation

1
mox |v(x)\é&2_|6(1ﬂ)l. 1)
X € Gy, xae(’rh

is valid.

Proof. Iet us denote v(x) =2615»(z> O (X, 2) , multiply
— 2¢06,

every equation of system (10) by w©(y) and sum up over

ye Gy, :
[ T (x), T + Yo (D02 ()= 2 s vy).
Yeby,
With the condition v (0)=0 the left part may be decreased

with help of Sobolev's theorem [ 3 ]

[ o), 5(x)] » (B, T (o) b ma_x{@(ec)!zlwc mox [ ()],
xe G xe G"h

There is the inequality

2 sy v ¢ max {ox)] 3 16(%)\ , that
yeby, xeB ye Gy,

is valid for the right part. If we devide these inequalities by
max|vx)| , we obtain the lemma statement.
Let us consider a connection between solution of system (9) and

problem (1) = (3).

Lemma 2. Let us suppose that aeC, (G),8 , fe C, (6)
and integer k3 0 in equation (1). Then there are Kk functi-

ons € Ca_o,p(B)  which do not depend on Hh and Yhe (0,1)

K
2 + o
uh (x) = U(x) +€Z=}h2 v, () + W2 g (x0) Y xe6, (12

where descrete function is bounded:

max [E"=| £ ¢ Y he (0,4). (13)

xe&h
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Proof. In analogy with [ 1] let us suppose decomposition (12)

being. We shall find necessary conditions and make them
sufficient.

So, let us substitute phrase (12) in system (9) and change its
right part:

zk_ "1‘122192(0) + h2ke2 g)h(o) =0 (14.a)

Z_@z%{u(z)+§_'hzzv~ (2)+ W22 g (=) =

2eby, (14.b)
[uix), Wy, (=, )] Yye Gy,
Z 0 {ul +an“mz) A2 EN ()} +
zeG, (14.¢)
'Xam{z 2l (2) + 22 g ()} = [ute), @y (o, 0]
=1
Let us note that Viﬁe@h 83,y #0 only for three
values z:yi '}1,14 « Let Y e (0,1 and examine quantity
A =2_ Oy (=) - [v(x), @, (x,4] =
i‘:lé:‘:h,%
S (B ope,Y), Oy (z,4) #(2) - (B(x) () Oy (x,y)).
Z=lé"~'-h,k<)! _
Tet function  ©elp(6) and hemin{y,i-y} , then
t-d
Ah) = 2w djy « W5 gy (15)

it
with functions d‘; € Coqe-py (&) , which do not depend om h R
and with a discrete function h , which is bounded by costant,
consisting of moduli of derivatives of the functions a , &8 , v .

It follows from dexrivation:

'323A _ ,323+1A
B‘hzd( 0) 0, dj_W(+0)’
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Y, = il . W Y e (0,4)

e
The estimation of "  (similar (13)) is obtaind by change of

v(x) for Taylor’s line

Jue(oc,«g), Moe(y,x),
2 et L 2 [ x-y BE 620
v(x)=m1é)+2 -L_!’%.u.v («%)-Mn ( — L
= Qo0!
Further, similar way gives us
-k & 2§41 paet
Mumwxw-ﬂW+;h Ry (y) + P (4 (16)
j:
where functions  9ij s fPn  bhave such properties as d; , Y,

accordingly. Using now statement (16) for (l-1)of different functi-

ons from (15) we have by the induction

-4
> @z%1ﬂz)=[u1xJ,@h(x¢p]+2;h%(¢ﬁmxwhugq»+
- s, o

ZGGh (17)
o 3}(«&) Y Yye G, .
The functions 9; s Sh have such properties as dj y Yy -
Similar way gives us formula
-4
S0y, v = [0, 0, x, 0]+ 2 RNy )0, D)+
25, » . (18)
NP AR SRS NOW
i=!
and ¢; are the same functions as in 7, G are constants

which do not depend on h .
Now we use these formulae by changing u , k for v s
{  and substracting (17), (18) from (14.b), (14.c)
k 3
22 . A
2. 954y {EZH R, () + 1" - (z)}=jzz4h25(q’§(m),®h(xﬂ))+

ze&h

(19)
+ﬁ2"*3§h(t{f} Y ye by,
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2. 8, {Z Ry ()« h2 g 2y ] =

%c(}\h
Koo Koo — (20)
=2 (G (0, Wy (2, )+ 2 KIT )+ W8 ().
i=1 j=A
Here q’-,j € Com-p (&) and do not depend on h ; &, is
bounded: §§h§<é)}éc YVye G, Vhe (0,1 .Ii(-} are
constants which do not depend on s
Then we take Uy as solution of problem
AU@ = @4 b G
_ (21)
w, (0Y=0, W () + Yy, (D=8, /a ().
It necessarily follows from this that  u,e Cpy (6) and does

not depend on h . Let us substitute u, in identities (17) ~

(18), multiply them by Hh®  and substract from (19) - (20)
K, K

2t 2k 2 - 2i( G ¥

g_@haz,g {2 Wu@ ek g, ) E;n (@030, @y, 6x,)
REREE, () Vyeb,,

5o ae ko o= (22)
éZ WU (2) +h2R42 € (2) }= 2. U@ 0,00, (k) +
2 j=2 n

z:J\’*

K L - =
+ %zhzégj + h2k 28‘](4) )
It is obvious from {22), that it is necessary to take U,

as & solution of a problem

Lu, =Q=pz & G
W (020, U, + YU () = Sy / ald).

Such choice guarantees that the requirement to W, is valid and
that we have possibility to take away elements in (22) with multi-
pliers h, , hy .

Continuing inthis marner over k steps we come to system

E4 () =0
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Z Ozy F?h(z):héi(«é) YV oye &y,

zeGh

A (23)
Z. 63’4 %h(z‘}: 8'1“('{)

ze6,

as
with bounded discrete function & n . This system has a unigque

solution, i.e. &, is found by a unique way so that (12) is

valid when the functions U, are chosen. The estimation (13)

A
follows from lemma 1 and from a fact that the function S"h is
bounded.

Lemma is proved.

The decomposition permits us to Dbasis improvement method.

Theorem 1. (iven the conditions of lemma 2 ,one may find so-
lution of problem (1) - (4) which has accuracy of order  h*%*? |

ket
where h = max h, .
=1

Proof. When a point x (where we find value of () )
is a common one for all regular meshes, a higher aceuracy solution

ig made up as follows

_ K+d h
W(x) = 2 ypute),
=1

Here "¢ 1is a solution of problem (9), when the wmesh size

G

coefficientsof all W, vanish in the linear combination. That is

n is equal to h, , and the?, are chosen so that the

achieved by a choice of 7, from system
k+4
2 Ye=1
=1
K+4 26
ga‘XQhQ =0 9 s=4, ..., k. (24)

In this case on basis (13) it follows +that

k+4
2K+ 4

(o) ~ W(x)| ¢ CQZ_-{ | Yo lhg
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Tor to estimate 7y one may solve the system (24) by Kramer’s

method using results of [2] on Vandermond’s determinants:

2

Y= 1 212
jet gkt g-hi
e#L

From these formulae with a condition h,/heu »cy>1 , ¥V €=4,...,k

it follows that

/ c kit .
HMS\-@—}T) Vi=d, . oo ket

When point X is not common ope for all meshes it is neces~-
sary to use an interpolation. The smoothmess of functions u and
u, permits us to conclude that using Lagrange interpolation to
point = from (Kk+1) neighbouring points of the discrete mesh

G\M we may obtain the decomposition (12) with the same functions

U, . There is changed only the comstant ¢ in the estimation of
functions Eha where derivation estimations of W , 4, and
interpolation weights appear in addition. If (k+41)of decomposi=-

tiong(12) is made in the point = by interpolation, the higher

accuracy method is like above,

Remark. The proof may be used without any changes in a case
of
when the coefficientsYV the right part (and the solution) are piece-
wise smooth and there are conditions in every point of discontinui-

ties of function o

we+0) =u(e-0
o (E+0VW(E+0)= a (£ -NW (£-0) +w ,

where W, is a certain constant. To +this end the discrets

meshes must be regular in each piece of smoothness and the points of

discontinuities must be points of meshes.
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%. The Laplace equation in a rectangle.

Considering the Laplace equation in a rectangle we try to
show one of way of work with angular points., The main difficulty is
bad solution smoothness near anguler points notwithstanding good
smoothness of all problem data except boundary.

In this section G  is an open square: G ={x:x =(sx,,x,) ;
0<x,,%x, <t} in R® with boundary T , G is GU[I and
for two points x,x’e R®  the distance is: | -~x'|=((x,~x,)2~
- (%, - xla)a)*/z

For to simplify our considerations let us examine an equation

with constant coefficients, lLaplace’s equation

-Au =f in G . 1)
Our problem is to find function which satisfies equation
(1) and condition
u=0 on r. (2)

For to describe differential properties of the solution let us

inftroduce norms

K
M, [ul=2 max ad™*HD™
m (%) o (D™ ()] (3)
and
k P @m ( - 2™ !
mec[“}:z mazx__dm o k('x,x’) 1D ux) 2' :('x ) , (4)
(m) x,x'c§ [ oe o]
where Kk , m are integer vonnegative numbers, o« e [0,1]

() is distance from x Yo nearest square angle,

d(x,x’):mln{d(x),d(m')}, 2 isaa—x or _éa_%

We use usual classes of smoothness (s.f. [ 57 ): C?’OL (6)

is a class of functions which have in G ¢ continuous deriva-
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tives and the quantity

4
Nl = 2 My [F1+ M3, D51, (5)

Q
is limited.
Cou (1) is the set of functions from Ca,oc () for any
closed set &2 ¢ G .
-

It follows from momograph | 51 +that notwithstanding good

snoothness of the right part:
Fe Chpuna (6) (6)
the solution of ({)—(2) is valid for

e 82245,4 (&) 5 (7)

but not for

U € Copuza (6).

I.e, quantities in the right part of (5) may be infinite. But
investigation of [ 5] shows that asymptotic behaviour of
discontinuities is less than some orders of 1/x |, namely, quanti-

ties
MoTULMITUL, M lul  Vim=2,...,2043, My, o Tul  (8)
are limited.
Moreover it is sufficient that one has more weak assumptions for it
fe Coppur,al®) and quantities
MILST, M [4] Womo= 4, 204, My, 041 (9
are limlted.
Some difficultieswith infinite derivatives are avoided with the
help of a special choice of a discrete mesh which is condensed near

the discontinuities points. Let
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ES 4
¢ )= (f21(1—z)xdz)/£z"(4~z)xdz Vie [0,41. (10)

A positive parameter Y will be chosen later. ILet us fix integer

n >0 and let h=1/n  ana

Gy, = {ocio,= glihy, %,=Q(jh), Yi=0,...,n

r

_ —_ 1)
Vj=0,...,n}, 6,=6,n6, L =6NT.
The basic functions are introduced as follows :
Wy (x,xN=plxy, xD plx, ) Ve,
- Qe -h if ¢ .
@ @®)- @R € (G (t-h), ¢)] (12)
p(t,t’): { {
Q- g te (@), Qe
g (+h) - g(t)

\ O or else
We multiply every term of the equation (1) by a basic functi-

on, integrate it over x’ o Then we chenge some integrals

(after integration by parts) for simplest quadrature formulae:Vxe G,

X

-0

J‘%z}i ()@ (x,x)dat’ = (@x,+h) - q?(xaum)/g x
&

(13.a)
} = Aux),

. { (g, %) =R (e h, %) et rh, e, ) - U (%)
Wx,) — @lxy;—h) @ (xy+hy - @ (xy)

J 84 (o, (xxhdx’ ~ (o) - g -h) /2 x
2

s 0%
(13.1)
}E B {2) u(x).

‘ {uh(mx,:"a)‘“h(mhmz‘m _ uh (2,2, +0) - U (4 »Xy)
@x,) - @lx,~h) QP x+h) = @ x,)

Thus let us note that discrete operators A and B are

defined. An approximate system may be written in a form
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A () uh(x) + B(x) uh(m)nff(x) Wy (x,xNdx’ Vxe G,
G

(14
uh () = 0 Y ox e fy. )

The special form of an approximating error permits us to obtain
(even in case fe 4, (6) ) the speed of convergence is equal

to W% (o € (0,9)) in the norm
-~ .
leneol, = L2 & P (or (0?17, (15)
h

where P () is the area of the support of the function

@y, (x,x") with respect to x' . Namely for any Y- 0 and
even for (&) =4 (i.e. the mesh is regular) the solution of the
systen (14) converges to the solution of the problem (1) - (2)

and there is an estimation
(o) -ut ooy < e Fll,, e h'™ oL e (0,1)

where consbtant e depends on o only.
To prove this stabtement and the more general one we shall heed

some resulbs about a steady characteristic and approximation.

Lemma 1. If functions ¢ and ¥ are defined on G, and

satisfy sysbtens

H

(Ao + Brxd) @) = Al § () V xe 6,

H
<

q)('.')i,\ Vme i_h

and

(A« By (%) = B(x) §(x) Vxe 6,
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g (x) =0 YV xe Th

then the estimations are valid
Tl < cdl&ll,  ana ), ¢, |51,
where ¢, , ¢, do not depend on A and § .

Temma 2. Iet w(x) be the solution of the problem (1) - (2)
and the condition (8). Then

L.
A{x) ulx) + By u(x) =jf(‘3t) (e, xydax' + Z’nhf Gu(3)Qy, (e, x Y+
G i G

L=

. h” +Baol B (o) £y (20) + IR R A(—_x_)qh(m‘) Vxeby

where the functions ¢ do not depend on h . And if in for-
mula (10) 9 iey condition

y>/22+5+ot, (16)

then g satisfies(9), where { -i is instead of [ ; T

and Y\h depend on h but they are regular bounded with respect

Inull, ¢y and NEnlléc, - 17

This result 1is sufficient for using the proof which is similar
to the second section proof (see also the proof scheme in [1] ).

This gives us

Lemma 3., In conditions (9) the solution of the system (14)
converges to the solution of the problem (1) ~ (2) and there are
(2+1) functions vV, € Cyy ny.z.a (&) which do not depend

on th and for any n >1(0<h <1)
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Q4
W(x) = U(X)+ T w0+ gh ) Vxe Gy, (18)
k=1
If 4> 22 +3+4 then for each 4%,  the condition (8) is
valid ( 2 -k is instead of ¢ ) and the function gh is

bounded for all Hh in the sense:
ferill, €cs. (19)

Remark. The estimate (19) involves estimate modulo

fer (] £ ¢ W Yo | e I, ¥V xe by, (203

where di{x) is defined by {(4).
ig

That is why the final resultYformilated as follows.

Theorem 1. Given the conditions of lemma 3 one may find
(with the help of (¢+2) solutions of the system (14) with diffe-
rent mesh sizes h, ) the approximate  solution of the problem 1) -

(2) which has a precision of order R®2**2*<

.

fu(x) - W) £ ¢y d ¥ () R2ETETH

where ¢, do not depend on x , h and K = max h, .
iekgl+2
Remark. The proof and the above technique are suitable for the

problem (1) -~ (2} in the cases:

a), when the Tight part of (1) bas first sort discontinuity
lines which are parallel to coordinate axes;

b). when the solution has first sort discontinuity on such

lines and there are conditions for the solution

wix-0Y= u{x+0)

and for itsnormal derivative
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u
= (x-0) = -g%(moww
(n is a unit normal direction). An argument x + O means that
we take a limit on the right side of the discontinuity lines., It is
similar for «-0 .
Both in the first case and in the second case it is necessary
that the disconbinuity lines are the mesh lines. But in the second

case we mugdt condense the mesh lines near intersection of boundary and

the discontinuity lines.

4, The elliptic equation in a domain with a smooth boundary.

When we solve the elliptic equation in a domain with a smooth
boundary we have some difficulties of an approximation because the
mesh is not regular near boundary.

A way to avoid this difficulty is to adjust mesh and the
domain., We explain it by example with a domain with one boundary
component, Let there be transformation which is smooth enough and
which bransforms the initial domain to the circle. Then we need
introduce polar coordinates. Now the domain is a rectangle, where
the equation is defined. If the domain has two boundary components
we reduce it to ring and s0 on.

When the transformation may be found easily such a way has an
algorithmical profit.

If the Dirichlet problem is examined then one may use a
method, described in [4 7 . This method contains a multipoint
interpolation formula which has a high precision. By choice of free
parameters in formula one may take a diagonal dominance in the

obtain algebraic eqguations. It permits us to put up stable system

of algebraic equations.
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Using the indicated methods one may soclve Dirichlet?s problem
in a different domain,

In this section we examine the question about an improvement
of a solution of the penalty method. It follows from [ 6 ] that
the use of & boundary penalty in the Ritz method permits us to
come from the Dirichlet  problem Yo the third boundary problem.
And if the solution is smooth enough then adding the penalty

to the variational functional is equivalent to coming from a problem

Lw=F in G 1)
w =g om r
to the problem
Lué =f in &
(2)
us + 2:\" =g on r
Here
p o
22 DU
A= -2 oy Bxiew; T buea e (3)
: =

is the elliptic differential operator, 0  is a domain in P -
space Rp with a boundary [ , m is an unit external co-nor-
mal.

Similar as above let us suppose the existence of the decompo-

sition
L '
ui=u+§_4a}v.u+a *Es, 70, me 0,4 (&)

where the functions U do not depend on g  and the function
E,& is bounded. Then we substitute (4) in the problem (2) and

compare coefficients for every power & . Thus we put up a
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sequence of problems:

1) Lhu-=7 in &
U.=% on r,

2) Ly =0 in &
m:-% on r,

i) hv, =0 in 6
v =-2 on T Vi=d, ., €
€. ; 6

2+}u) LE Q axn

S g

If this problem has a unique solution then the functions
are found recurrently . The quantity of the members in (4) is
bounded by a power of smoothness of the problem data.

If one has the decomposition (4) one may obtain the soclution
of (1) by linear combination with accuracy of order gl

?
using for it {+41 solutions with different &,

-

5. The numerical solution of an evolutional problem with a bounded

operator.

We need this section to show that this method is universal

for any type of equations.

In Hilbert’s space X with a norm lix|i=(x,x)? we
consider functions of one real variable te [0,T] . In this
sectlon we write § e ek if £ has a value in X  and has

k continuous derivations (s.f. [ 81 ).

Let us examine a problem
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= +tAu =1, w(0) = U,

) 0

where A: X -+ X is a linear operator, which is regular bounded
on [0,T] and positive semi-definite in a sense: {Ax,x)=0
Vee X, t«l[0,T] . Let the operator A be decomposed in the
sum AR =§ AL , where A_;X — X are linear operators,
which are regular bounded and positive semi-definite om [0,T] .

For numerical solving we use a splitting-up scheme

(I+ 7A@ UT(£-T ) s uT(4-2) + TH(+)

(I+ A, U (- TE2)=ul (¢ -2

(2)

(1+TAUTE) = uT (£ =T )

Vie we

and

wT Y = u, ,

Here ¢ is a regular net with the size T=T/M s, 1 is a
unit operator. It follows from [1 ] +that the scheme is stable:

max JutEM & Juoll + Tmax I (OH |
iem’c te Wy

Let us note that the semi-definiteness is taken for the
stableness. We mey lay aside this supposition if we choose the
size T from the condition of the limitation of the operators

Ay

Theorem 1. Let §e< C° and A{t) has a smoothness which

is enough to have a unique solution ue CK*! for any

right part fe C* and any initial value wu,eX (0¢k g g),
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Then there are (s-1) functions w; e €S-t which do not
depend on ¢ and decomposition

S-14 .
uT() = u @) + 2 Ty W+ (1) te &g (%)

=1
is valid. Here discrete fumction ¥ is bounded:

.t mcga: 1gcllgc,

where constant ¢ depend on norms of derivatives of ¢ and

does not depend on < .

Proof may be constructed cuch a way. At first let us suppose
the decomposition (%) exist,

Let us fix any te g , expel Ut (L) and WT(t-0)
from (2) (using decomposition (3)) and substitute Taylor’s
formula for any functions 1 that we have functions only in
the point ¢ + Comparing coefficient of all powers of T we

put up discrete systems

249

a3 A =f, tew, v(0)=0. €]
Besides,expressions taking part in §; include only w, t,...,0 ., «
If we change the domain W, on the interval (0,T) we oblain

list of problems and v may be found recurrently The
smoothness of U follows from supposition of the theoren and
the independence of < follows from a kind of the equations and
their right part.

Assuming 4 to be given we define g, 80 that (3) is

valid. Then from the way which we find it follows that

L
n
H(1+‘ZA-L(+.))§T(Q=§T(+.~‘I)+ftf,r(+.3, tew,, gﬂ(o):o_ (5)
i=1

From the stability of this system and from a kind of J.
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(which is a combination of derivatives of W, v; and any multi-
plications by A, ) estimates follow for E¢ .

On the basis of this result the usual considerations give us

Theorem 2. Given the conditions of theorem 1 and solving s
problem with different mesh size T, one may find approximate s01lu~-
tion of the problem (1) which has precisiemof order 0(zf) in

the norm of space X  in each point of [0,T] (here %= max T, ).
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METHODES NUMERIQUES EN ELECTROMAGNET ISME

J. Ch. BOLOMEY

Laboratoire d'Electronique Générale

Ecole Supdrieure d'Electricité

Université de Paris VI

INTRODUCTION

Dans la technique, les problémes d'électromagnétisme peuvent revétir des
aspects trés varids. Aussi convient-il de préciser, d&s maintenant, que 1'on se 1li~
mite ici aux problémes de rayonnement, de diffraction, de propagation guidée, tels
qu'ils se posent essentiellement dans le domaine des ondes courtes et ultracourtes,
c'est-3~dire pour des longueurs d'ondes comprises environ entre un métre et un mil~-
limétre.

Pour les besoins pratiques, 1a description macroscopique de MAXWELL -
équations aux dérivées partielles avec conditions aux limites - est suffisante et
conduit 3 résoudre des problémes intérieurs (guides, cavités) ou extérieurs (rayon-
nement, diffraction). Il est bien connu que seuls quelques cas simples se prétent 2
une résolution compldte par les méthodes de 1'analyse classique [JONES - BOWMAN et
al.] + Toutefois, des méthodes approchées permettent d'aborder les cas extrémes des
longueurs d'onde trés grandes ou trés petites par rapport aux dimensions des obsta~-
cles, ou de traiter, par perturbation,des cas voisins de ceux qui sont analytiquement

solubles.

Dans le domaine dit de résonance oll 1a longueur d'onde est du méme ordre
que les dimensions des corps rayonnants ou diffringents, seules des approches nu-

mériques peuvent &tre envisagées.

La progression constante des performances des ordinateurs a largement favo-
risé ce genre de résclution. Le traitement numérique peut &tre appliqué i différents
stades de la mise en &quation. Il peut 1'8tre directement aux équations de MAXWELL
par les méthodes usuelles : différences finies, &18ments finis. Cependant, 1'ordi~
nateur a rendu possible 1'exploitation directe de la transposition des problémes

sous forme d'équations intégrales.
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En gros, le point de vue des &quatioms aux dérivées partielles a surtout
&td utilisé pour les problémes intérieurs, celul des 8quations intégrales pour les

problémes extérieurs.

Cet exposd est divisé en trois parties. La premire est consacrée 2 la
formulation intégrale et aux développements successifs dont elle a fait l'objet au
cours des derniéres années. On s'est proposé de présenter une synthése de méthodes
qui ont &té récemment développles par différents auteurs et d'en dégager les prin-
cipes les plus significatifs sans entrer dans le détail des algorithmes qui sont
connus par ailleurs. La bibliographie permettra au lecteur d'obtenir des rensei-
gnements plus complets sur une méthode plus particuliére et sur son champ d'appli-
cation.

Dans la seconde partie, au contraire, un exemple complet est traité., Il
consiste en l'adaptation d'une méthode récurrente originale @ un probléme de dif-
fraction multiple. Il s'agit plus précisément du calcul d'un réseau limité. Dans

ce cas, on est conduit 3 ré@soudre des systémes linéaires de rang élevé.

Enfin, il ne nous a pas semblé nécessaire d'insister sur le traitement
direct des équations de MAXWELL. En dépit des applications pratiques de plus en
plus nombreuses de cette méthode de résolution, le principe en reste toujours plus
ou moins le méme, Toutefois, des procédés efficaces permettent d'accélérer la con-
vergence de ces wméthodes numériques. Ce point sera illustrg dams la troisi&me par-

tie 4 propos de la microligne & ruban {(microstrips).
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PREMIERE PARTIE

smsmmomsmames s

I.!. -~ REPRESENTATION INTEGRALE EN REGIME HARMONIQUE -

Un exemple simple permet de rappeler bridvement le genre d'@quations aux~
quelles conduisent les représentations intégrales du champ électromagnétique. C'est

également 1'occasion de préciser les notations qui seront utilisées dans la suite.

La diffraction d'une onde &lectromagnétique par un obstacle parfaitement
conducteur constitue un cas simple. Il permet, néanmoins, d'illustrer la plupart

des propriétés caractéristiques de la formulation intégrale.

Soit donc un obstacle S parfaitement conducteut;placé dans une onde inci-
dente connue E"(i’) y mo(i') créée par les courants (.T(%[)(Fig. 1). Comme dans
tous les paragraphes consacrés au régime harmonique, la dépendance temporelle en
o.x[;(»ta)t) est implicite. Le probléme consiste & déterminer, par exemple, le champ

-
électrique total E_(i’) au moyen des équations :

1 bt B@) < HER) = —depd®) , Ref

2 R)\E(i’.):o , % €S
>
o [ BaTdd <ee Liy«tewtld&’ <4 oo
) [ S
i 4 > it RS- ol41.1R
4 ! EER) = O{mg ; [E(x)~f‘:‘-ﬁ FaﬂANtEh)]: {\Tﬂ}]j R |00
) ER®) =0 ; A€ RS

ot K= C\)Je}* est la constante de propagation dans l'ouvert Qa extérieur 29 ,
supposé linéaire, homogéne et isotrope ; € et ]UL désignent respectivement la per-

mittivité et la perméabilitéd du milieu correspondant (Unités du systéme M.K.S.A.).
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Figure 1.

La condition (3), dite de MEIXNER, limite les singularités possibles du
champ, la condition (4), dite de SILVER-MULLER, en fixe le comportement 2 l'infini.
Par ailleurs, le corps &tant parfaitement conducteur, le champ électrique est nor-

mal 2 S et identiquement nul dans 1'ouvert Q~ intérieur 3 § .

Le probléme ainsi posé admet une solution unique qui peut €tre écrite sous

la forme [ JESSEL]:

w A

Le

my

@ = B@)+ L (Kegeddv) [6@;2) TG) d’
AWE <

M AH@D = HE) +ret [ a3 F) o2
<

iy |2 =S
. ey
avec G’(’K,"li) = —
4m 2=
4._9_& : fonction caractéristique de Ll

TR)=mARR) ; AE€S

L'intér&t de cette représentation est d'inclure les conditions (2) et ().

-
Par passage 3 la limite x->S et er}_’u:ilisant 4 nouveau la condition (2), on

obtient deux &gquations intégrales en J
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® AR Regedain) Laii) Ty = FnBw) Tes
A9

AWG

(9 FRUCY W“M‘,Awk'i@r(ii'/- ) TR ) oxX = ~ AR . RES

En raison des singularités des noyaux, {SP integrales doivent Etre prises
au sens des parties finies. Connaissant E (x) et N ("L) pour'lé S , on peut déter-
mlner:r au moyen de l'une d'entre elles, puis calculer le champ en un point quel-

conque de S:Ze par report dans (6) et (7).

Ces équations vectorielles se raménent 3 deux équations scalaires couplées
pour les deux composantes de zF dans un systéme de coordonnées convenable. A défaut
de pouvoir utiliser un méme systéme pour décrire toute la surface, on adopte plu-
sieurs systi@mes adaptés aux différentes parties de S . Dans certains cas trés par-
ticuliers, on obtient une seule &quation (conducteurs filiformes LTHIELE] s problé-

mes cylindriques ou de révolution).

Comme en théorie du potentiel, la formulation intégrale est 3 la base des
premidres &tudes théoriques sur la diffraction. L'équation (9) par exemple est due
i MAUE. Trés longtemps, ces équations ont fourni le point de départ 3 de nombreuses
méthodes approchées dans les cas extrémes ol les dimensions de 1'obstacle &taient
trés grandes ou trés petites devant la longueur d'onde. Pour le reste, elles ne pré-

sentaient qu'un intéré&t trés formel.

I1 fallut attendre les possibilités offertes par les ordinateurs pour abor-
der numériquement le domaine de ré&sonance. Parmi les pionniers de ce genre de réso—
lution, il convient de citer ROW, MEI et VAN BLADEL, ANDREASEN, RICHMOND. D'autres
références peuvent etre consultées dans 1'excellent ouvrage édité récemment par
MITTRA.

1.2, - RESOLUTION NUMERIQUE EN REGIME HARMONIQUE -

I.2.1. - La méthode des moments -

La théorie des équations intégrales permet, du moins pour 1'équation (9),
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la discussion des conditions d’existence et d'unicité d'une solution. Il en résulte
que cette solution existe et est unique pour toute frgquence distincte du spectre
discret du probléme complémentaire de la cavité S [HONL et al .].En dehors de ce
spectre, de nombreux procédés peuvent étre utilisés pour rechercher une solution
approchée. Dans la technique, on les regroupe sous l'appellation de méthode des

moments EHARRINGTON a] . Rappelons-en trd&s rapidement le principe.

L'une ou 1'autre des &quations (8) ou (9) peut &tre &crite sous la forme :

L e >
(10) t=9
- -»
oﬁ% est un vecteur connu, f est 4 déterminer. Tous deux appartiennent a% , es-

pace de HILBERT des vecteurs dont les composants sont de carré sommable surd. on

définit en particulier la norme :
- - o3
1 = <¥§> =] ﬁ@').?’&)d« <+

Lest un opérateur linéaire bornd de'a‘ﬁ dans% ‘.F est approché par sa projection
'.e(") sur N &léments d'une base totale {ﬁm}

™ Zom

de telle sorte gue l'on a la convergence ncrmale H

L |2 *P‘"’l\ = R

Lorsque la surface S est réguliére, et % sont continus et '.? converge unifor-~
—~p

mément vers -?

L'équation (10) devient :

N -y -
2 O(NLL(:?M) —'% =0
Az}
-y
Par projection sur une base de fonctions d'essai {%,“S , on est conduit 3 un sys-
téme linéaire de rang fini N
AX=18B
ou - - - - -
Amn = <%M‘,L:€M>’/ B = <%M,% 7, Xam = Xam .
2 g
Le choix des bases {'?M‘} et%%m} est en principe arbitraire. En pratique,
i1 conditionne la simplicité@ du calecul des coefficients Amn ainsi que la rapidité
de convergence de la solution, donc le temps de calcul et la capacité de mémoire

reziuise .
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2 -
Chaque fonction :flw ou % est décomposée dans un systéme de coordonnées
M,

adapté 3 S ou 3 des parties de S
> . -
f =% %+ <,
k'S "4 ML
Les composantes ?M - sont le plus souvent recherchées sous forme séparable
fd

:ﬁM \'(14,7—\,) = /(’{'Mli(’x%) A%Al{(x»)

Les fonctions M et A% peuvent &tre des polyndmes, des fonctions trigonométrigues,

ou bien encor» des fonctions & support borné de type rectangle ou triangle. Pour

la commodité@ de la présentation, la méthode des moments précédemment décrite pour
1'approximation normale dans un espace de HILBERT peut &tre étendue formellement 3
1'approximation locale en utilisant des mesures de DIRAC dont le rdle s'apparente

3 celui des fonctions de type rectangle. Ce procédé peut &tre justifié de fagon plus
rigoureuse. Les notions d'approximation et de convergence sont alors 4 considérer
au sens des distributions. Le tableau I indique les fonctions qui sont le plus cou-

ramment utilisées.

Méthode d'approximation :PM, %m

- -
Approx. Point-Point (PP) 8(‘:-24) X(‘*’IM)

Collocation -
-5 -
Approx. Point- Segment(P$) et b“"‘m) § (R- )

GALERKIN EAEY .. ()

TABLEAU !

-
La rapidité des variations de¥ dépend de la longueur d'onde et de la ré-

gularité de S . a voisinage d'arétes, par exemple, la densité de courant peut pré-
senter des singularités intégrables [VAN BLADEL, BOLOMFY et WIRGIN a . En ragle
générale, la densité d'échantillonnage pour les méthodes de collocation varie entre

5 et 10 points par longueur d'onde.

Le rang de la matrice A devient &levé dis que 1'obstacle est grand devant

la longueur d'onde, ou lorsque plusieurs obstacles se trouvent couplés. A titre
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d'exemple, le rang N atteint environ 500 pour un cube dont le c3té est &gal 3 une
longueur d'onde. Aussi de nombreuses &tudes ont elles &té consacrées tant 3 la ré-

duction de ce rang qu'd celle du temps de calcul.

Le conditionnement de A est bon a condition de choisir 1'équation intégra-
le la mieux adaptée 2 la surface S . L'éguation d&duite du champ &lectrique con~
vient pour les obstacles minces. Au contraire, celle déduite du champ magnétique
est mieux adaptée aux obstacles &pais. Les éléments diagonaux sont alors prépondé-

rants vis 3 vis des autres éléments, ce qui est un facteur de bon conditiomnement.

Lorsque la fréguence coincide avec 1'une des fréquences propres de la cavi-
té & , les &quations intégrales admettent une infinité de solutions et les matrices
correspondantes sont singulidres. Ce phénoméne est d'autant plus génant que 1'on
ignore, en général, les fréquences propres de la cavité et que les matrices ne sont
jamais r&ellement singulidres, du fait des erreurs d'arrondi et de la limitation du
nombre de chiffres significatifs. Les résultats calculés différent localement trés
sensiblement des résultats exacts sans qu'il soit possible de s'en apercevoir immé-

diatement car les ordres de grandeur moyens sont comparables.

11 est alors nécessaire de modifier quelque peu la formulation intégrale
ou de contrdler i postériori la validitéd de la solution calculée par des tests
d'inspiration physique (conservation d'énergie), ou bien encore d'utiliser des

techniques de régularisation[:OSHIRG et al., BOLOMEY et TABBARA, KLEIN et MITTRA].

Les systémes sont généralement résolus par des algorithmes directs, celui
de GAUSS JORDAN par exemple. Plus récemment, 1'algorithme itératif de LE FOLL a
permis de résoudre ces systémes dans des conditions de temps comparables a4 celles
des algorithmes directs. Des systémes de rang 300 ou plus sont ainsi solubles sans

probléme particulier.

1.2.2. ~ Réduction du temps de calcul et de la mémoire requise -

La formulation intégrale, telle qu’elle a &té décrite, est extrémement
générale et permet de résoudre des problémes tré&s variés (forme de 1'obstacle,
structure de l'onde incidente) dans les limites de rapidité et de capacité dispo-
nibles des ordinateurs actuels. Ces contraintes peuvent varier de fagon sensible
d'un ordinateur i 1'autre, mais en moyenne, dé€s que N dépasse 300, le temps de
calcul, et done le cofit du calcul deviennent non négligeables. Ce temps inclut le
calcul des coefficients Amn (variation en N* ) et la résolution du systéme (va-
riation en N3 Y. Lorsque la mémoire centrale est insuffisante il est nécessaire de

recourir aux mémoires périphériques dont les temps d'accds doivent &tre pris en
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considération.

Aussi de nombreux proc&dés ont-ils &t& proposés pour réduire le temps de
calcul et/ou la capacité de mémoire requise. Ces procédés peuvent revétir des as-
pects trés différents, mais ils ont ceci en commun que tous exploitent un caractére
spécifique du probléme abordéd. Ainsi tout gain sur le temps ou la mémoire se tra-

duit par une perte de généralité.

a) - Procédés utilisables au stade de la formulation -

Le nombre des coefficients AWW\ i calculer ainsi que celui des inconnues
peut &tre réduit trds sensiblement en tenant compte des éventuelles symétries du
corps diffringent ou celles de 1'onde incidente. Pour les corps de révolution, 1'u~
tilisation de bases orthogonales adéquates permet de substituer & un systéme de rang
élevé plusieurs systémes de rangs inférieurs[:ANDREASEN b ].

On peut également tirer parti de toute connaissance A priori de la solu-
tion. L'exemple classique du ruban conducteur (Fig. 2) se préte bien & la descrip-
tion de différentes méthodes qui peuvent &tre étendues, pour la plupart, i des
problémes plus complexes.

Le champ de 1l'onde incidente plane est supposé polarisé parallélement au

ruban. Le probléme vectoriel se raméne & un probléme scalaire 3 une dimension. La
-

densité J  est également parall&le aux bords du ruban et vérifie 1'équation :
+2
L d
j T) Glya) 9, = Fix) 2 sxg+

-3
e ™ v
avec G (x; %) = % Ho (kl”(-’x,d) Ho) fonction de HANKEL de

seconde espéce et d'ordre zéro ; F(’K,) =% 4-9"}? (4.’%’)( s"""g) ) 6 grant 1'
angle d'incidence.
s
L'étude locale de J au voisinage de\x|=i% montre qu'il peut exister une
: Pz ot s (,;(4..3/)""/1— s

singularité intégrale en I e/ . Pour des rubans dont la longueur
est de 1'ordre de la longueur d'onde, 1'effet de ces singularités est important. La
convergence du processus d'approximation peut &tre accéléré en tenant compte de ces

Eo
L2

Figure 2

]
81
4
i
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3
singularités dans le développement de J . Leur contribution peut &tre complétée

par un polyndme [ABDELMESSIH et SINCLAIR, NEUREUTHER et ZAKI] de degré peu élevé :

Jo) = ZAM%W‘\' B “+ —_—

'x-% \’M%

Les constantes Aa«{B et C constituent les inconnues du probléme et sont

déterminées en résclvant le systéme issu du report de cette expression dans l'équa-

tion intégrale.

Pour des rubans larges devant la longueur d'onde, l'effet des singularités
est relativement localisé aux extrémités du ruban, mais le rang de la matrice A de-
vient &levé. 11 est alors possible de tirer parti des approximations de type opti-
que. Le champ magnétique total peut ég:e décempgfé (Fig. 3} de la fagon suivante :

R = Ho@) + HE) 4+ HGD
oll les deux derniers termes représentent les contributions des rayons réfléchis et
diffractés (théorie géométrique de la diffraction, KELLER, KOUYOUMJIAN). Sur le ru-
ban, cette décomposition se transpose aux courants. L'onde réfléchie s'obtient di-
rectement 4 partir du champ incident : CF”Cx) = :rofl). En négligeant le courant
48 aux rayons diffractds, J (%) = LUOD\): c'est 1'approximation dite de l'opti-

que physique

I ~ Rayon direct
3 - Rayon réfléchi

2 - 4 -~ Rayons diffractés

Figure 3

A une certaine distance des extrémités, l'onde diffractée peut &tre sim-
plement relie au champ incident par l'intermédiaire d'un coefficient de diffrac-
tion, connu analytiguement lorsque 1'identification 3 un probléme canonique est

possible. Dans le cas du ruban :
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_ikla-2 _ kb
Ty = DY e T°)+ D & JT7-3)
7 T ’XA%

En fait, il est apparu que des développements de ce genre Etaient trés vite utili-
sables, d&s que la distance & la discontinuité dépassait une fraction de longueur

d'onde [TSAI et al.] .

Ces approximations de type optique peuvent étre utilisées de différentes
maniéres. Elles donnent, bien souvent, des résultats convenables en dehors des
zones d'ombre ou de discontinuité {voir par exemple BODY et ESSAYAG_]. Aussi, dans
le cas du ruban, peut-on se contenter de déterminer plus soigneusement la densité
de courant au voisinage des bords. Il en résulte alors une réduction sensible du
nombre des inconnues. L'approximation de 1l'optique physique a été largement utili-
sée dans ce sens pour le calcul des antennes 3 réflecteur et celui des sections
radar d'engins [OSHIRO et al.] . L'utilisation conjointe de la formulation intégra-
le et de la théorie géométrique de la diffraction a fait 1'objet d'études récentes
[BURNSIDE et al., THIELE et NEWHOUSE] . Ce procédé semble promis 3 des développe-
ments intéressants. Il permettrait, en particulier, de déterminer numériquement des

coefficients de diffraction qui, actuellement, ne sont pas connus analytiquement.

Une autre maniére d'utiliser ces approximations consiste 3 retrancher le
courant approché du courant vrai et 3 résoudre 1'équation intégrale pour le terme
correctif.[TEw et TSAI:]. De fagon plus générale, on peut déterminer la perturba-
tion & apporter 3 la solution d'un prohléme connu pour résoudre un probléme voisin
ECHOW et SETH]. I1 semble aussi que dans cette voie le gain en mémoire et en temps

de calcul soit appréciable.

En complément de ces méthodes qui tendent & utiliser tout ce que 1'on peut
connaitre de la solution, d'autres, également applicables au stade de la résolution,
consistent i transformer 1l'&quation intégrale initiale. MITTRA et LI ont proposé
d'utiliser la transformation de FOURIER. L'dquation intégrale peut &tre réécrite

sous la forme
o0

T) Gajny) day = Flu) de + Kh)[1- 4e]
o

ol {L;Q est la fonction caractéristique du ruban, kf(l) est une fonction inconnue.
La transformée de FOURIER de 3'(7\) , notée ,3.(“5) peut étre développée dans une
base{ﬁ%gcg)}dont les €léments originaux \an(7L) sont nuls en dehors du ruban :

N
4(23) = zi: }iM“AO;L(tg)

M=4
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On peut choisgir par exemple : .
k?ml
W () = 2 1a
ak (€)= 20 %0 (E-Bm)a
(\E" ‘Em)a

Par report dans 1'8quation intégrale, et aprés projection de deux membres de 17&-

quation sur la base {M”m \J , on obtient le systéme matriciel :

CL’X.:’Q}'

avec W
Comm = J_ a0, (3) 205, () ¢ (%) ol
G = [Tanle)ple)de
Ko = zxm

Lorsque le ruban est large devant la longueur d'onde, le rang de O est sensible-
ment inférieur 3 celui de la matrice originale A’ . De plus, les &léments hmn dé-
croissent rapidement lorsquel'm"’n" augmente. Il est alors possible d'envisager
de résoudre le nouveau systéme par des méthodes itératives utilisées pour les ma~—
trices creuses. Pour une largeur de ruban égale 3 10 longueurs d'onde, le temps de
calcul est réduit par un facteur 10, la capacité de mémoire par un facteur 4. De
plus, le diagramme de diffraction s'exprime directement en fonction de;} sans
avoir a intégrer des courants. Cette méthode est toutefois limitée i des surfaces

planes ou constituées de plusieurs surfaces planes.

b) - Procédés utilisables au stade la résolution numérique ~

Le temps de calcul peut &tre réduit en utilisant les propriétés des matri-
ces A et B : A e dépend, pour une technique d'approximation donnée, gque de
SQetw ; B ne dépend que de la répartition spatiale du champ incident et de
{n) . Pour connaltre les solutioms )(4})(1, oo Xm d'un méme obstacle soumis 2
plusieurs ondes de méme fréquence B,‘} B .. Bm , le moyen le plus rapide
consiste 3 résoudre simultanément tous les systdmes avec des seconds membres dif~-
férents. Dans ce cas, le gain de temps est compensé par une augmentation de la ca-
pacité de mémoire nécessaire. Mais ce gain est trés appréciable comparativement
aux deux autres solutions qui consisteraient 3 résoudre les M systémes séparément
ou encore & calculer F‘r4 puis les différents produits avec les différents se—

conds membres.
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L'inconvénient de 1a résolution d'un systéme par une méthode directe pro-
vient de ce qu'il est nécessaire de réserver en mémoire la totalité des éléments de

la matrice A .

Les méthodes itératives peuvent 8tre utilisées avec profit pour de grands
obstacles ou pour plusieurs obstacles en couplage l3che. Ces algorithmes permettent
de tirer parti de la décroissance des termes non diagonaux et procurent une réduc—
tion du temps de calcul et de la capacité requise. Dans le cas général, une réduc-
tion de mémoire peut &tre obtenue par des techniques de minimisation, au détriment du
temps de calcul.

Au lieu de résoudre le systéme :

N
&:I

/A
e,
N
2

on minimise la quantité : N N
=1 AN .12
L = z:,\a%?/jmarx& “B»\. ‘
au moyen d'algorithmes variés [PERINI]qui ne nécessitent plus le stockage simulta-
né des N® &léments de A . La perte de temps provient de ce qu’'il est alors néces—
saire de recalculer plusieurs fois les mémes éléments. Toutefois, le développement

d'algorithmes rapides permet d'espérer une extension de cette méthode.

I.2.3. - Détermination des modes caractéristiques de 1l'obstacle -

Comme on 1'a souligné dans le paragraphe précédent, la matrice A ne dépend,
i une pulsation donnée, que de l'obstacle. Plutdt que de caractériser cet obstacle
par un tableau de NZ coefficients complexes, il est parfois préférable de la carac-—
tériser par des grandeurs physiques. C'est 13 1'objectif des méthodes développées
par GARBACZ, HARRINGTON et MAUTZ. Si la matrice A est obtenue i partir de 1'Bqua-
tion intégrale du champ &lectrique, c'est une matrice complexe symétrique. U et \'4
désignant, respectivement, la partie réelle et la partie imaginaire de A , on ap-

pelle courants caractéristiques de l'obstacle S les vecteurs Xm tels que :
VXa=>2mUXn

Les valeurs propres )\w sont réelles, les vecteurs X“sont également réels
et constituent une base orthogonale. La dé&finition des courants caractdristiques au
moyen de 1'8quation précédente implique 1'orthogonalité des champs rayonnés par cha-
cun d’entre eux sur une sphére de grand rayon entourant l'obstacle. Ces champs cons-
tituent une base utile dans les problémes de synthése de rayonnement et dans les

problémes de diffraction inverse.

La solution recherchée X s'écrit alors simplement :
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X = A X
j%; A+ 4 A ﬁ“

é34¢’= { Sah-ig) / (;?M.k) )(w\)

Y
o Xa désigne la matrice transposée de ><a» . Pour des obstacles dont les dimen—

sions ne sont pas trop grandes devant la longueur d'onde, il suffit de déterminer

les courants caract&ristiques correspondant aux valeurs propres les plus faibles.

De fagon pratique, la détermination numérique de Am,et de Xm peut s'ef-
fectuer directement au moyen d'un algorithme QR appliqué 3 (V"L)) . De fait,
1'expérience a montré qu'il était préférable de se ramener 3 une Zquation aux va-
leurs propres classique dont les sclutions t;» et Yw s'expriment simplement en

, . ~ . . 2 P P
fonction de Xﬁxlxag et ot C est maintenant une matrice reelle définie positive.

CVam = AnYau

Cette Bquation peut alors &tre résolue par l'algorithme de JACOBI. A titre

de test, le quotient de RAYLEIGH

b= hem) /7 (ava)

peut ensuite &tre calculé, ce qui procure, du méme coup, une précision accrue sur
VM_en raison de la nature stationnaire de cette expression pour des erreurs com~

mises sur }Q».

Lorsque l'onde incidente est modifiée, il suffit de recalculer le numéra-
teur des coefficients ﬂ%» . Jusqu'i présent, cette méthode n'a été appliquée qu'a

des corps de révolution de dimensions comparables & la longueur d'onde.

T.3. -~ RESOLUTION NUMERINUE POUR UNF DEPENDANCE TEMPORELLE QUELCONQUE -

I.3.1, = Utilisation de la transformée de FOURIER -

La maftrise des techniques numériques en régime harmonique a conduit tout
naturellement 3 tenter de les étendre aux régimes quelconques, d'autant plus que ces
derniers sont 1'objet de nombreuses applications, en radar notamment. La transformée
de FOURIER peut 8tre appliquée aux résultats numériques : la réponse harmonique est

calculBe dans le spectre de l'onde incidente. La réponse temporelle s'en déduit
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alors par un algorithme de transformée de FOURIER rapide. L'inconvénient de ce pro-
cédé réside dans le fait que pour des signaux incidents de spectres étendus, 1'ana-

lyse harmonique doit 8tre répétée un grand nombre de fois.

La transformation de FOURIER peut également Etre appliquée aux équations

intégrales. Pour celle déduite du champ magnétique, on obtient une &quation intégro-

différentielle 3 - >
> > -/ -/
A 2N A o, v 4 3_ %;tl J %t 4 L g
3 I@t) = AAHGGE) + ma 5;1(&3&' i)+ 3 );;z-m} ‘TR

Hot 2%
[ o

oli € désigne la vitesse de la lumiére dans le vide. Le phénoméne de retard i la

propagation peut Btre mis i profit pour éviter 1'inversion d'une matrice pleine de
rang élevé comme cela est nécessaire en régime harmonique. Aprés une double discré-
tisation, dans l'espace et dans le temps, et compte tenu de ce que l'intégrale est
3 prendre au sens des parties finies, la densité de courantji&;'té) se déduit des
densités précédemment calculées (voir diagramme de la figure 4). Le point de départ

de cette détermination récurrente est :
-?.
- -y ©
T, t1) = 2m A K00, ;)
La dérivée de la densité de courant par rapport au temps s'obtient par dé-
rivation analytique d'une approximation polynSmiale de la densité. Les coefficients
du polynGme sont déterminés A partir des valeurs prises par la densité i des instants

antérieurs. Ce procédé est d'autant meilleur que les pas de discrétisation sont fai-
bles.

I
|
temps \
H
)
‘tN * L4 . . . . !

. . * . .

* * *

Figure 4
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Ces pas dépendent du signal incident, par sa forme et sa durée, de 1'obs-
tacle par ses dimensions. En régle générale, le pas spatial Ax ne doit Btre qu'une
fraction de la longueur d'onde la plus petite contenue dans le spectre incident.

Pour que le procédé récursif soit possible, il faut que At S.A'X,/C.v

De nombreux exemples d’application pourront étre consultés dans la réfé-
rence{POGGIO et MILLER] . I1 s'agit le plus souvent d'obstacles de forme simple et
de révolution. L'inconvénient de cette approche est qu'il est nécessaire de repren~

dre le calcul & son début dés que 1'on modifie la structure du signal incident.

I.3.2. - Ytilisation de la transformation de LAPLACE -

La transformation de LAPLACE peut 2tre utilisfe dans les problémes dc
rayonnement et de diffraction comme elle l'est en théorie des circuits. Bien que
cette extension puisse paraitre &vidente, cette approche est récente [BAUM]et son
application 3 des problémes concrets n'en est qu'd ses débuts{:par exemple MARIN,
TESCHE]. L'aspect numérique est sensiblement plus complexe comparativement aux mé-
thodes reposant sur la transformation de FOURIER. Mais le gain en temps de calcul
est sensible lors de 1'étude systématique d'un méme obstacle soumis 3 des signaux

incidents variés.

Par extension de 1'analyse harmonique au plan des pulsations complexes

,P:\)'..;.Cw , la méthode des moments conduit au systéme matriciel

Alp) X(p) = B(4)

La théorie spectrale des équations de FREDHOLM permet d'écrire la solution recher-

chée sous la forme

X{p) = ; A R)B(p) + F(yp)

ofil E('ﬁ\) est upe matrice indépendante de 40, F(f’) est une fonction entiére de

49 et les 40 sont les zéros du déterminant de A @
L5

dek {A(f.)Y =0
La matrice R(’V\.) s'exprime en fonction des vecteurs P,“' et Qa véri-

fiant :
Alp) BPn =0
Alp) Qu=o0
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11 apparalt ainsi que les singularités proviennent en partie des pdles ’Pm, , et en

partie des singularités de l'excitation B(fu) . Les pdles Jfom_ sont caractéristiques
de 1'obstacle S . Pour des obstacles de dimensions finies, il n'intervient que des
pbles simples. Comme en théorie des circuits, ceux-ci se répartissent dans le demi-

plan T O soit sur l'axe réel, soit par paire de conjugués.

Par transformation de LAPLACE inverse, on obtient la réponse temporelle

alt) : .
a4l +
- A i ¥
a(t) = A \Lo_cj > R BE) s fet

Pour des excitations quelconques, 1'intégrale peut &tre évalude numériquement. Tou-
tefois, dans la majorité des cas usuels, le développement de B(‘}t) est suffisamment
simple pour pouvoir utiliser la technique des résidus. Ainsi, pour une excitation
de type échelon :

Bip) = Bolb)

‘Be("ﬂ) fonction entidre de

il vient

'l(f’)': _2::‘ %_"") Bb(k««).@*’d’:_‘_ i 8

("
oft "M o est indépendant du temps et doit donc 8tre nul puisque L. A (¥) = ©
tov
Le prohléme consiste pratiquement 3 déterminer 4"»» , PM, QM, . Par
diagonalisation de la matrice A(‘}'J) au moyen de 1'algorithme de WOUSEHOLDER, il

est possible de construire une matrice unitaire U(p) telle que :
Ulh) Alp) = T(4)
ot T(h) est une matrice diagonale supérieure. Il en résulte que :
dek TAG)Y = dok TGy = T b,

Si /’OA_ est un pdle du premier ordre, AH’“) est une matrice NXN de rang N-4 .

Il suffit alors de rechercher les zéros du dernier &lément diagonal de T(p)

to Uh) = 0
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Les vecteurs Fat et (Q~» peuvent se déduire des é&quations

1-(1%m) F%m = QO
Q= Uh)Sm o MSm=0

11 apparait ainsi que comparée aux méthodes précédentes, celle-ci qui utilise la
transformation de LAPLACE requiert un effort numérique sensiblement plus important
(recherche des zéros dans le plan complexe)., Fort heureusement, dans la pratique,
1'évaluation de la réponse temporelle ne nécessite la détermination que de quelques
pSles simples. Une fois ces pbles déterminés, ainsi que les vecteurs P et Qo
correspondants, cette réponse temperelle s'obtient tré&s rapidement pour toutes les

excitations possibles sous la forme d'une superpogition de sinusoides amorties.

L'objet de cette premidre partie &tait de présenter les différentes métho-
des numéricgues utilisables i partir de la formulation intégrale des problémes exté-
rieurs. Le tableau II en résume les traits caractéristiques et fait apparaitre les

liens qui existent entre elles.
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DEUXIEME PARTIE

ETUDE D'UN RESEAU LIMITE

e e e

Le rdseau étudié est constitué d'un nombre limité L. de lames métalliques,
cvlindriques, de longueur infinie et de section rectangulaire. Ces lames sont pla~
cées dans une onde incidente plane dont le champ magnétique est polarisé paralléle-
ment aux bords des lames (Fig. 5 ). Le probléme vectoriel se raménme & un probléme

scalaire dans un plan de section droite.

Ce genre de structure peut &tre utilisé pour concentrer toute l'énergie
incidente dans un seul ordre diffracté. La direction du rayonnement correspondant
dépend de la fréauence ; en modifiant la fréquence, on réalise ainsi simplement
des réseaux dits i halayage.

Pour un réseau infini, la périodicité de la répartition du champ permet
de raisonner sur un seul motif du réseau. Cette périodicité n'existe plus pour un
réseau fini et il faut considérer globalement les L. lames. On est alors conduit

3 des syst@mes linéaires de rang &levé,

Parmi les approches possibles, deux sont 3 retenir : la premiére consiste
3 résoudre globalement le probléme au moyen d'un systdme d'équations intégrales
couplées (Voir l&re Partie). La seconde consiste 3 utiliser un processus récurrent
permettant de résoudre le probléme é‘ﬂ lames 4 partir du probléme 5,&-4 lames
[ BOLOMEY et WIRGIN h.] . La seconde méthode procure un certain gain de temps quand

il est utile de comnaltre la solution des problémes intermédiaires.

Sur le plan numérique, les deux approches posent des problémes compara-
bles [ BODY 1. La technique d'approximation la plus simple (collocation de type
P.P.) a été abandonnée. Les lames étant minces, la convergence des résultats était
trop lente. Aussi n'a-t-on conservé cette approximation que pour évaluer 1l'interac~
tion de segments éloignés. Par contre, on a utilisé une approximation de type P.S.

pour des segments proches.

Lafig. 6 permet de comparer ces méthodes dans le cas de deux lames.
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Figure 5

La quantité représentéelﬂ(?) est le diagramme de diffraction qui caractérise la ré-

partition angulaire du champ diffracté 3 grande distance.

La figure 7 représente cette méme quantité pour un réseau de 13 lames.
Les densités de 40 et 56 points par lame conduisent i résoudre des systémes com~
plexes de rangs 520 et 728. Les temps de calcul respectifs sont de 16 et 44 minutes
sur un ordinateur UNIVAC 1110, Les ré@sultats se stabilisent 3 partir de 56 points
par lame. Il est en effet nécessaire de prendre davantage de points par lame lorsque

celle-ci est en couplage avec de nowbreuses autres lames.

La précision globale au stade de la résolution a &té évaluée par substitu-

tion en calculant & =]JAX-B| . Tous les &léments de € ont &té trouvés inférieurs

3107,
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Il

PP/PS 56pts jlame
—--PF/PS 38pts lame

-20]

Figure 7
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TROISIEME PARTIE

ETUDE D'UNE MICROLIGNE A RUBAN

La microligne 3 ruban, plus souvent appelée microstrip' est une structure

trés utilisée dans la microdlectronique des ondes courtes et ultracourtes. La Fig.8
en donne une coupe transversale. En dépit de sa simplicité apparente, le pro-

bléme est relativement complexe en raison de la présence de la couche diélectrique.
La propagation par ondes transversales est impossible. Il faut rechercher la solu-
tion sous forme d‘'une onde hybride, c'est-i-dire, d'une combinaison d'ondes semi-

transversales T.E. et T.M,

| X2
Al

;
Y

|
! 3 N
% o: /_}“__t i
Il te

]
| dielectngue ideal

i
Figure 8

Ce probléme a fait 1'objet de trés nombreuses &tudes [pour les références
correspondantes, consulter SAUVE et FSSAYAG a et b] au moyen de méthodes variées
perturbation de la solution &lectrostatique, différences finies, raccordement modal,
dquation intégrale singulidre. Les deux derni&res méthodes ont &té plus spéciale-

ment étudifes dans le cadre d'une &tude générale numérique et expérimentale.

La technique du raccordement modal tire parti du caractére séparable de la
structure : les surfaces de discontinuité coincident avec des lignes de coordonnées
rectangulaires. Il est alors possible de représenter le champ &lectromagnétique dans

le vide ( X,.»0) et dans le diélectrique (X, <0O ) comme combinaison linéaire de
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solutions de 1'équation des ondes, vérifiant déji les conditions aux limites sur le
boitier externe. (condition de DIRICHLET pour les ondes TM, de NEUMANN pour les
ondes TE). Les coefficients de ces développements sont déterminés en écrivant les

conditions de raccordement dans le plan X,=z0 .

La méthode de 1'@quation intégrale singulidre a été développée par LEWIN
pour les problémes de discontinuités dans les guides d'onde. MITTRA et ITOH 1'ont
appliquée au cas du microstrip. Elle consiste i ramener les conditions de raccorde-
ment de la méthode précédente 3 une &quation intégrale dont la solution s'exprime

sous forme d'une série trds rapidement convergente.

Dans les deux cas, il faut résoudre un probléme a valeurs propres. La Fig.

9 donne les diagrammes de phase du mode fondamental et des trois premiers modes
pairs d'ordre supérieur. La concordance des résultats est satisfaisante. Mais pour
la méthode de raccordement modal, il faut considérer une matrice de rang 40, alors
que pour la méthode de 1'8quation intégrale singuliére un rang 8 est suffisant. La
lenteur de convergence de la premiZre s'explique par les singularités du champ aux

extrémités du ruban qui sont difficilement décrites par les développements modaux.

L'accélération de convergence de la seconde s'obtient au prix de calculs
analytiques non négligeables et d'un effort de programmation accru. Ce genre de
techniques se justifie pleinement en cas d'exploitation intensive des programmes,
mais leur développement ne peut rester que 1'affaire des spécialistes. La premiédre
méthode, au contraire, ne repose que sur des notions élémentaires et peut étre mise

en oeuvre facilement,

Cet exemple illustre bien la difficulté de trouver un juste compromis en~

tre l'efficacité au niveau de 1'exploitation et la rapidité de mise en oceuvre.
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DIAGRAMMES DE PHASE D'UNE MICROLIGNE A RUBAN
a=127mm b=127mm €r=9 975

(a4:a2:a} {c=b)

30 ] F(GHz)

(Fréquence)

METHODE DE L'EQUATION
INTEGRALE  SINGULIERE

10 B/ Bs

(Constante de propagation normalisée)

30 J F (GHz)

METHODE DE
RACCORDEMENT MODAL
20
x« ¥ x x N=4O
10 .

05 10 15 3 ra/mm

{Constante de propagation) Figure 9
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CONTROLE OPTIMAL
OPTIMAL CONTROL

TIME-OPTIMAL CONTROL SYNTHESIS FOR NON-LINEAR SYSTEMS:
A FLIGHT DYNAMIC EXAMPLE

A, V., BalakrishnanT

Abstract

The determination of optimal closed-loop control (or 'on line' control) laws is

often referred to in the mathematics literature as the 'synthesis' problem. Except
for the well-known case of 'linear dynamics, quadratic criteria’, this problem is
still largely unsolved. This paper presents a local approximation technique for
time-~optimal control synthesis of a class of non-linear systems: specifically,
point-to-point aerodynamic flight in a resisting medium, Preliminary computational

results are presented, indicating that the approximation technique is feasible.

1, INTRODUCTION
By control 'synthesis’ we mean the determination of the optimal control ‘on line' or
'closed loop'; that is to say, as a function of the state (as well as time) along the
optimal trajectory. Excepting the case of 'linear dynamics, quadratic cost’, this
still continues to be the major unsolved problem in optimal control - for ordinary
differential equations, at any rate. The complexity of the problem is acknowledged
already in the early Pontryagin work [1], Indeed we do not yet possess any general
existence theory, let alone whether constructive or not, Computational techniques
for optimal control {see [2]) yield only open-loop controls; the control is determined
as a function of time for given initial and/or final conditions, and not as a function
of the state. The lone exception is time-optimal bang-bang control of linear
systems, where switching surfaces have been calculated for second-order and
third-order systems; the general case being given up as hopelessly complicated

(see [3]).

TResearch supported in part under AFOSR Grant No. 73-2492, Applied Mathematics

Division, United States Air Force.
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Previous attempts at approximation have been confined mostly to linearizing the
equations to conform to the linear guadratic theory {4]. In this paper we presenta
local approximation technique for a particular classg of nonlinear dynamics: namely,
rocket flight in a resisting medium, using techniques based on the Bellman equation,
known to be invalid for time-optimal control of linear systems, see [1]. Bryson and
Ho [4], Jacobsen [5] have also used the Bellman equation but for the purpose of ob~
taining an iterative technique for the optimal trajectory. Our technique is different
in concept and execution from theirs. We do not in particular seek to calculate the

trajectory but rather the control, directly.

2. THE PROBLEM
We begin with a more precise statement of the problem. The state vector x(t} for

the problem splits into two parts:

2
and the dynamic equations have the form:
%, (8) = £(t5x, (1) \
‘ {2.1)

%, (6) = £y (tix, (B)u(t)
where u(t) is the control to be synthesized, and is subject to the constraint of the
form:
uftj ¢ C (2.2)
where C is closed and convex., Let t be an initial time, and x(t,) the initial

state at time ti‘ Assuming that it is possible to find an admissible control such

that

Ty=0, T>t, (2.3)

the 'time-optimal' control problem is that of finding u(.) that minimizes T. Let
us assume now that an optimal control exists for every initial state in some open
set @ . The synthesis problem is that of finding a function h(t;x} such that the

(an) optimal control can be expressed:
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u (t) = h(t;xo(t)) t> ti' e (2.4)

o

where xo(t} is the corresponding optimal trajectory, so that

: {f10]

%o(t) = Kt (B3, (0); 1) =) ()
and satisfies the given conditions at t. and T, and yields the minimum such T,
As we have remarked earlier, no sufficient conditions of any generality are avail-
able at the present time for the existence of such a function h(t;x), and of course
no general algorithm for computation is known either. Indeed it does not seem
likely that there will be any forthcoming in the near future. It would appear that
the best we can hope for is an approximation scheme that is good in special cases,
and how good being demonstrable only by computation. At any rate, the present

work coffers not more,

Since the Bellman equation plays a fundamental role, we shall state and prove it

first in the form we shall need to use.

Theorem 2.1 (Bellman)

Liet T(t;x) dencte the (incremental) minimal time taken to reach the origin begin-
ning with the state x in & at time t, for the system described by (2.1}, (2.2),
(2.3). Assume that T(t;x) is continuously differentiable in t and x, x ¢ .
Assume further that fl(. )s fz(-) are also continuous in all the variables. Fix ti
and x, and let uo{t) denote an optimal control, and x°(t), tzti, the corresponding
optimal frajectory, xo(ti) =x, Then if ti is such that uo(ti) is continuous from
the right, or is in the Lebesgue set of the function fz(t;xo(t);uo(t)), we have

. 3T 3T 1
— , f,(t.;x; = e L 3%5 :
2% [axz 2t u)] [axz fl4 u"(tl))_l

Proof
Define a new control to be equal to arbitrary given u in C for t < t<t + a.

Liet x(t) denote the corresponding trajectory. Then for all A sufficiently small,
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x(ti + A) will belong to the open set @, Moreover

T(i:i + 4; x(ti +AN+ A > T(ti;x) (2.6)
But
. 1 \
lim (T(t. + A x(t, + A)) - T(t.;x)
a0 &Y ° ' i
_ oT {37 T (b ens
= 5% T {S}‘q y fl(tijx)] + [—a—;{—z- f fz\ti,X,Ll)}
and is
>-1
by virtue of (2.6) where %E—u denotes gradient, and [,] inner product. On the
i

other hand, of course,

. 1 .o
lim —A-<T{t.l+a,x(

£, +4a)) - T(t.;x)
tim. L +o - Tipm)

=9T 13T . 3T x

=5 + {Bxl’ fl(ti,x):{ + {BXZ ; fz(ti,x,uo(ti))]

= -1 {since equality holds in (2.5) in this case),
provided t is a point of continuity of uo(t), or more generally belongs to the
Lebesgue set of the function fz(t;xo(t);uo(t)). Hence it follows that

; e . | 3T
i/{;ré: §- N ,fz(ti,x,u)} [BXZ ,fz(t,x,uo(ti))}

at all points £ where uo(ti) is continuous from the right.

If the conditions of the Theorem are met, then we can use (2.5) to determine con-

trol synthesis, namely the u that minimizes:
r
i > fz(t;x;u)} (2.7)

which yields a function of t and x. Of course the basic fault in this method has
already been noted by Pontryagin [1]; the function T(t;x) need not possess the
requisite differentiability properties, indeed does not even for linear systems and
bang-bang control, Hence it would be foolish to invoke this technique for the case
of linear systems. Here we shall only consider nonlinear systems. Of interestin

this connection is a result due to Rademacher, pointed out by Friedman [6] that
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uniform Lipschitz continuity implies almost everywhere differentiability, It is not

clear however that this is any great help; it is not for our problem at any rate,

An Example

It may be helpful to consider first an illustrative example which although quite
simple, still retains some of the salient features of the flight dynamic system we
shall consider, In particular we can see what the local approximation is, and how

good it is, We consider motion in a plane with fixed speed:

.

x(t) = cos y(t)

y(t) = sin v (¢)

where  is the control variable (one-dimensional), and subject to the constraint:
‘a/l <1

We consider the problem of returning to the origin in the plane: x =0, y =0, in
minimal time, beginning with any given x,y,vy. It can be readily verified that the

optimal controls are of the form:
+ 1, -1, or zero

(The control is not bang-bang), and that the optimal trajectories are arcs of unit

radius circles and straightline tangents to them, Let

r= x2+y2 ; Tano =y/x; coso= -y/r

Let T(t;x;y;v} denote the minimal time starting from x,y,vy attime t, Then an

actual calculation shows that T{(...) is differentiable so long as
r - 2|sine(y - o)l %: 0

On the other hand at points where
r - 2 sinely~- o) =0

the function need not even be continuous. For example at 0= 0, y= /2, x = -2,

v = 0, the function is not continuous in v, On the other hand, it is differentiable at
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all points along an optimal trajectory where vy does not switch from +1 to -1 or

vice versa.

For a local approximation to synthesis, we proceed as follows, If vy =0, then
o=0
is optimal. We now use [2.6]. We note that the optimal ¢ is obtained by minimiz-
ing
2, (2.8)

Y

we do not attempt to calculate %g— exactly. Instead, we note first that

since the time is a minimum along a straight line path, the time being proportional

to arc length. Hence also

2,1;
2

Stopping at the second term and substituting in (2.8) we obtain that the optimal «
is given by

- sign (v - o)
and we define

sign 0 =0

to take care of the case where o = 0, or equivalently, y=o.

This is then the local approximation to the control law. This law yields the optimal

trajectory in this example so long as
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r - Zfrsine(y—c)l >0

It fails where

r - 2|sine(y- )] <0
For example, it does not hold when
y-o=m/2; x=-1;y=0

at which point the optimal choice of ¢ is +1, rather than -1 as given by the local

approximation.

3. THE FLIGHT DYNAMIC PROBLEM
We consider rocket motion in a resistive medium at fixed altitude, the dynamics

now being described as follows:

P
I}

Vv COSs Y
';r =v ginvy
v = £5(tv50)
v = £,(t5v5a)

where v 1is the speed (magnitude of velocity vector), and ¢ is the (one-dimensional)
control variable - the ‘angle of attack’, y being the flight-path angle. The functions

f3(~), f4(-), being notable first in that they do not depend on v, are specified as

follows:
TwC N .
f3(t;V;Q’) = ™ COs ¢y =~ El— sSin
T e o .
f4(t,V,of) = o sinotggcosa

where T, the thrust program is a function of time assumed given,

C[O(;V}VZ

N'(o(;V]Vz

Z
1

with
N{a;v) = 0 @=0
we assume that the functions are continuously differentiable [although in practice

these are only tabulated and must be interpolated for intermediate points]. In
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particular

3

-é—o/- f3(t;V;cy) =0 at =10

and f3(t;v;oz) is a maximum at =0 for all tand v, and

328, (13v30)

acyz

< 0

We shall consider only the unconstrained time-~optimal control problem of starting

with arbitrary initial variables denoted by the subscript i:

at the initial time £ and returning to

x = (

it

vy =0

in minimal time, the control variable ¢ being unconstained.

We assume that there is a bounded open set from which we can always reach the
origin in the x - y plane (hereinafter simply the origin) using some control. We
shall only be concerned with these points in the state space from now on. We
observe now that the form of the equations conforms to (2.1), and we assume that
the necessary differentiability conditions are satisfied in the state space region of

interest.

In slightly different (but more convenient) notation, let T(ti;xi;yi;vi;yi) denote the
actual time at which the origin reached on the minimal trajectory. Our method of

local approximation proceeds as follows. Let

2
r= x +y

2
cos g = -x/ \/;£+y2

tan @ = y/x
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Let o(t,x,y,v,Y) denote the optimail control synthesis function we are after. Then
from the given properties of the functions f3(.), f4(-) we can make the following

crucial observations:

(i) The optimal control corresponding to Y¥; =95 is given by

O‘(ti’xi’yi’vi’ci) =0 (3.8)
is 2T _ =
(ii}) §,—1~ = 0 at Y; =0

Although strictly speaking (3.8) will be an assumption, we can offer the following
explanation., At Y, =05 if we set the control ¢ to be identically zero, we obtain
a straightline trajectory which satisfies the initial and final conditions, since for
o =0,

y o= f4(t,v,0) =0
From

f3(tv50) < £5(t5v50)
it follows that for the same speed, the acceleration is a maximum along the straight
line. Hence we should expect ¢ = 0 is the optimal control for v, <o We can
also show that ¢ = 0 satisfies the Hamilton-Jacobi system of equations. Thus let
us use the notation

Xy T XX, Ty, S VI, Ty
and let Wi » i=1,2,..4 denote the adjoint variables. Then for ¢ = 0, the adjoint
equation yields the solution:

\yl = I‘i’l cos o,
v_o= !‘H sin o,

g af, /av do
T k3

[v] jt e ds

-
W
]

W4=O

{(where T 1is the final time), and

w3f3+W4f4:‘P’3f3
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and ¥q being positive, this is clearly maximized by = 0. But of course, we are
verifying only a necessary condition, strictly speaking. Observation (ii) is a conse-
quence of the fact that for fixed initial velocity, the straight line trajectory is mini-
mal time, Actually we can offer a formal proof based on {3.8) by calculating the
necessary partial derivatives [see below].

We next invoke the Bellman equation for our case, and thus we must minimize

with respect to gy, the expression:

3T Y Y 3
T Eltiviia) + £,(t;5v50) (3.9)
We approximate the derivatives using Taylor expansion about y= C‘i- We have:

2
_fam) L L 34T
W'(av)c - Sy e

i

2
\":O'i 3y

2
o 32T
- {'yi-ci)<—-—2) F,

The first term in {3.9) being non-zero, we may neglect the second term in compar-

ison. Hence we minimize

2
3T e - 3 T ¢ -
<5V>c £3{ti:vi:Q/) + (Yl - Ol) ( 2) [4(ti’vi’a) (30 10)

i .

As a further approximation, the minimum may be approximated by a Newton-

Raphson step about ¢ = 0, yielding

A 3f
g(é.%) !—T}(t LV, 0)
. | 3y Gil
o =(y,-7.) f (3.11)
opt i 1 T 32f3
v o 7 (ti’Vi!O)
, ilda
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where we have exploited (3.6), (3.8). The approximate synthesis problem is thus

reduced" to calculating the indicated derivatives of the function T{(...). For this

let hl’ hZ be fixed and let

T(x) = Tltxsy v, + 3 bo, + b))
All derivatives with respect to ) that are written will be understood to be the value

at A= 0. Let x{(X,t); y(h;t) v(\;t), v ();t) denote the optimal state trajectory. Then

we have

x(T(R)) =0
(3.12)
yOsTO)) =0
Differentiation with respect to ) yields:
3x 3T _
BTN + TN V(T}cosci—o
(3.14)
=0

3y 4 2T -
ey + Y v(T) sin oy

where for simplicity of notation, we indicate T(0) by T. Let {a;t) denote the
control corresponding to T{(x}). Using the dynamics (3.1} and using x(), t), y(%, t),

v{x,t), v(n,t) with obvious meaning, we have

4 3x _ v ; ay
I 3% = _B_}: cos Ui ~ Vv 81n Gi a
{3.15)
- S-) AR -\ T 3y
ey Ty s8in uy + v cos o; a
4 av af3(t;v;0) v ) of, (t;vi0) = 0 216
T T (.16
d4 8y . i%(t;vzo) v, Eé(t,v,o) 3 3 17
adE - W o ' 3 ™ (3.17)
Equations {3.14-3,17) together yield for hl = 0, hZ = 1
T 3y - 3v 3T
ty =L dt = O, — = H —_—
;‘tl v(t) = o 0 v(T)m 0 (3.18)
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{(where for simplicity of notation we use v(t) for v(0;t)),

and for hl =1, hZ = 0, we obtain:

Lo = =
ST E ) I PO
1
o ft —?i% ds
3T Lot
2R a .29
. .
i i
The first equation in {3.18) yields
af
T 4 4 Jy
1+ [ = 2=dsldt =0 3.20
R 1 .20
1 1

This is a condition then that —%% must satisfy., This relation can be simplified by

noting that

af
r= Tyt ; —2 = v(t)/v(t)
¢ do
1
or,

T t v(s) 3o - 3

r +th v{t) _ft. 75) B ds dt =0 (3.21)
1 1

Remembering that all derivatives written are to be taken at ¢ = 0, we can now

indicate the second derivative equations, dropping derivatives that are zero at

o = 0. We shall only calculate them for the case hl =0, h2 = 1.
2 2 2 2
. \
_aa,E _B__z_(x()ut) = é-% cos y -~ v cos y(—g-;i-) - v sin k—a—~—:2f- (3.22)
3A 3 B
2 y(x:T) 2 2 2
_aa_t. _-a—-z = ; siny—vsiny(%) + v cos yé-—%— (3.23)
NN 3 ) 3
2 af 2 azf 2
t 2 2 .
3 a A 32" AP



2
2 f 2 f 2 f 2
_6___Bv=a_i§_z+3_;__a£ +.a_4i_2 (3.25)
t 2 2 :
*  a ¥ 3o O S 3
Substituting into:
2 2
Q—’z‘- + v{T) cos v(T) % = 0
3% B3
2 2
-B-JZL +v(T) siny(T) 2k = 0
3 2%
we obtain:
iTz = L7 iy v(ﬂf) at = __BZT (3.26)
a viT) 't an’ o v’
a.
i
T aZ
) v(t)—}f dt = 0 (3.27)
t 3
af
t =3 2
azv -t efs v do af3 @Z ds (3.28)
2 v Z \ax *
3% ti dor
substituting (3.28) into (3.26) and noting that
3f
E-A Q| + ft %S¢ ds
3 . %o B
i
we have thus evaluated all the quantities required in (3.11) except for g—;‘: . We
note that —g—i’ must satisfy {3.20). Further we must also have
og = Factor of (y, - 0,) in (3.11),

A Jg=t

i
yielding us a second condition it must satisfy. We do not know whether these two

conditions can uniquely specify g—‘;\/ . To obtain an approximation we let

(Y

.-ié = a t<t<b [or = a(t-b)/(ti-b)}

=0 b<t«<T
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where a and b are unknown, and determine them from the conditions that Sy

3h
must satisfy. Of course other choices are possible. The best choice will depend
on comparison with the optimal open loop solutions, This completes our approxi-

mation procedure,

4. NUMERICAL RESULTS
Calculations were made for a specific example with the functions m(t), T(t) shown

in figure 1. The functions C(,v), N{a, v) were taken in the form:

Cla, vi = (32400) (f{g thiv) - H{v}}

Ni{g, v} = (32400) (N(o)M{v})

and f(o), N{o), h{v), H(v), and M(v) are shown in figures 2, 3, 4, 5, 6, respectively.

The time optimal problem was considered for

v, = 800 ft/sec

v; =0

o. = 23.7°
1

y. = -9133

The optimal open loop control for this case is indicated in figure 7, curve !

Curve 2 is for the case oy = 60°. Both were obtained by the epsilon technique.

For the synthesis, we aote first of all that when

14
Q2
)

which we expect to hold as t.l—-—>T, we can calculate the coefficient of (y.l - 0.} in

(3.11) as
Tyinae )
- ! R U
T j‘tti 3, /v as  VIE) (azf3>
] ¢ 3
‘ci € d 3o
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= o.1
2%, ,
(since & -V)
du
Thus a = -1 is a first approximation, The corresponding control is shown in

figure 8, where we alsoc show the open loop control for comparison., It is seen that
the approximation is already reasonable, {although it systematically underestimates
the actual value) demonstrating the feasibility of the technique. Further computer

studies are in progress.
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NUMERICAL ANALYSIS OF PROBLEMS

ARISING IN BIOCHEMISTRY

J.P, KERNEVEZ
UNIVERSITE DE TECHNOLOGIE DE COMPIEGNE, FRANCE

INTRODUCTION:

The purpose of this paper is to show the applications of standard numerical
methods to new problems arising in biochemistry.

The source of these problems is a team of biochemists (ERA 338 CNRS, Labora-
toire d'Enzymologie Médicale, Université de Technologie de Compiégne) lead by
Dr D. THOMAS (1).

They study artificial membranes, made of enzyme linked to inactive protein.
Typically such a membrane separates 2 compartments containing some substrate. The
substrate diffuses inside the membrane and reacts because of enzyme (which is a
catalyst).

We are interested in 2 kinds of problems:~First, what is the state of the
system, what are the profiles of concentration of substrate and product, either in
transient state, or in steady state, or in quasi steady state ?

~Secondly optimization problems arise,
either in identification of kinetic parameters or in optimal control of some quan-—

tities such as fluxes of substrate.

In § 1| we describe the 3 kinds of states for which we are asked to give a nume-
rical approximation: transient, steady, and quasi steady states, and the way to ob-

tain this numerical approximation.

In § 2 we give an example of optimization problems: identification of kinmetic

parameters. This case, as many others, have been studied by JOLY G. (2).

Notations
s(x,t) = concentration of substrate at point x and at time t, (0 < x < 1).
s{(x) = concentration of substrate at point x {in steady state).
a{respf) = concentration of substrate at the boundary x = 0 (resp x = 1).

g = {(positive) parameter.
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h and k are the space and time steps: Jh =1 , Nk =T,
S? = approximation of s(jh,nk).

o(x) = (B ~a) ¥ +a

&, = ¢(jh)

] 1/ z2 0y
NI -l NI S Y

= T ) = . RS L S—
¢ 551 ¢J s |® 5% "

where ¢ = (¢O’¢l""’¢J) with 0g = 95 = 0.(We shall use |¢| ¢ [¢])

F(s) =os [/ (1 + lsf)

I - STATE OF THE SYSTEM

1.1. — TRANSIENT STATE

For instance at time t = o the membrane is empty of substrate and we are
interested by the filling up of the membrane by substrate during a short interval

of time ]O,T [ ; equations are:

2
B _35 S =
at 2 TOT S 0 O x<
3%
(1.1
s(0,t) = a s(l,t) =B
s{x,0) = 0

It is therefore possible to use the explicit scheme:

n+l n n n n n
s, - s, s, + 8. - 2sg, s
J i 3+l 3-1 I, = 0
2 1 +s
(1.2) k h i
oo o _
s, = «© Sy 8
s? = 0
J
with
(1.3) 0< S?H £ max(o,B)
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1
FI
h2

(1.4) k<

We can also use the implicit scheme

nt+} n n+i n+] n+l n+ 1

S, -8, 5. 3. - 2s. s,

b i3 17! J g = 0

X n? e T

{(1.5) { ki

Sn+1 =g Sn+i =g

0 J

5? = 0

Bl

for which we have the

Theorem 1.!. - Let us call
13 e
1.6 . S 8., —~ 0,
(1.6} Y5 ;7%
Then
(1.7) I P 0<n g N-1
|y <
N-1 1+ 2
(1.8) kT bl s ¢

C being a constant independant of h and k.

Proof:
n+l n n+l n+ i n+l n+ !
-y, . + v, - 2y. Loty
{y oY TV Ty Y
2 n+l
k P +¢. + y.
(1.9) b
n+l n+l -
{yo yj 0 Yj 4’3
multiplying by hlcyn+1 and summing from j =1 to j = J-1, one gets:
Iy n+1y2 1, n2 1. n+l n;2 n+1,2 n+] n+l
7 -5 T+ 5™ - 9T kT T ok]yT s oky
T2 1,y n+l2
s ok + 5 kly |
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and at last, summing over =n ,

m
aao Y ez o o s Pe o ¢ max(en)

which gives the result.

To solve (1.5) we can use, to get the s?+} from the s? , the following
iterative scheme:
£
S[}+1,L+l - sr.1+1,2,+] . 1}+1,2+] _ ZSI}+}’£+1 5[.1-!»],52,-1-]
i b I -1 J | - 0
2 N o+l
k h 1+ Sj ’
(1.11) o Sn+},£+} - Sn+l,2+l -
0 @ J
n+1,0 n
s, = g,
J J

and we stop the iterations if

z {Sn+1,5L+l _ Snﬂ,l{
(1.12) 3 J | < e
T, ntl, A+l
. {s. 1
3 3
-4
(usually ¢ = 10 7).

We can also use Newton's method and, in (1.11), replace the "reaction term"
by
L L+1 % 2
1.13) F(s’.) + (s, - 5,) F'(s|
( ( J) ( j J) ( J)

1.2. - STEADY STATE

Steady state equation is:
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The following algorithm

e IS POt B SR P A A C RS B

(1.15) L J J ] ]

I k+1 k+l _

L S =0 Sy =B

with
0 6]
(1.186) 5, = 0 or . =%, = (B- ih+
i S 5 (=) jh+a

and a stop test of the form

JEI :Sk+2 _ Sk{
(1 ]7) iﬂ...;_i__.—_..i < ¢
’ g gkt
j=0i i §

gives an approximation of its solution in a few iterations.

(5 iterations for ¢ = 10, a = 8 =1 and £ = }0—4).

1.3. - STEADY STATE IN THE CASE OF INHIBITION BY EXCESS OF SUBSTRATE

The system is governed by the equations

dzs
—-—2+G(s)=0 0 <x <1
(1.18) dx
s{(0) = s{1)}y = v v >0
where
(1.19) G(g) = os / (i + s+ as2 ) a >0

This system is interesting because it presents some hysteresis for ¢

enough:

large
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SA
v.=0
v,=vV
46 _— R
_’_._.,./—'."‘" -
¢ H
. 6 N
V3=V7 14 . |
, H7 v
. e
» . .c
.
v,=v Ve N
278 s H .
h\\\ 8 « * *
« . . reey L)
Ad L4
* " - * +
« ' R A
v, =v e * L e S
179 L ot . « F
. * [ Lt e *
. e . * * .
L] . L 4
. L. . * o! [3 .‘ .
. 2% o o, e «* . . .
» - * “ yq v ? . . .
., ..c PO T T » * .® %
LR T B Y . *
“O DA . Y .‘o‘a. 0".’
0 1

Let the system be defined by (1.18) with

(1.20) v = w(t) = t if O<t< g

Hy

the ascending phase, at least for Vg < V< Vg

2p~t if ©<t < 20
© being large enough.

In a first phase v increases from O to Ve

For v = MEM L and v, we have the dotted profiles.
For v = A there is a jump from the 'low" profile L, to the "high"
profile H6'

Continuing to increase v until v5 , the profile of concentration rises to

, remaining in a ‘“high" position.

Now after t =0 v decreases and the profiles superimpose on those found in

5

It is at this moment, when v decreases from Ve to Vg that hysteresis

appears: the profiles of concentration remain in  "high" positions Hg,Hy,Hg-
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For v = Vg there is another jump, this time from the high level H8 to

the line Ly-
For v « vy we find again the same profiles than in the ascending phase.

If we plot s{%} against v we otain:

i
, d
f I
i 4
i f 1
i i
; !
i ]
i I
! |

\72 V6 v

For v Dbetween v, and Ve the system can have 2 stable states, according

to its past history.

This is a system with memory.
According to this property we must be prudent when solving (1.18) by a scheme

like in § 1.2.
We begin with s? = 0 if we wish to get the "low" profile, and by s? =

if we desire the ‘high" one.

1.4. — QUASI STEADY STATE.

In this case s = s{x,t) is governed by

- —= + F(s) = O
dxz
(1.21)

QI
W
2
w
bl
o
Lo
»
1l
<
w
~
<
<
S~
i
2
o

@
ind
2]
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!cv
@
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i
&
»—n
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If we call
(1.22) a(t) = s(0,t)
B(t) = s(l,t)

and if we call £ and g the functions defined by:

If £ and n are 2 {positive) numbers and if y is the solution of

d2y

-—5+Fy =0
G.23) { %

\y(O) = £ » y(1) =
Then

=&

Gy [FEVTE©

g = -2

The system (1.21) is equivalent to the ordinary differential equatioms

da _

ar - f(U., B) 5 a(0) = CQO
(1.25)

a -

ar = g(a, B) ’ B(O) = BO

to which we apply Runge Kutta method.

1.5. - OTHER SYSTEMS

We conclude this first paragraph by referring to (3) where many other systems

are described and numerical and experimental results are compared.
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II - OPTIMIZATION PROBLEMS

Examples of optimal control of such biochemical systems have already been given

by KERNEVEZ (4), QUADRAT and VIOT (5) and YVON (6).
In this paper we give an example of identification of parameters, which is

dependant on the same technique, i.e. we have some cost function to minimize, we

use for that a gradient method, and to get the gradient we use an adjoint state.

2.1. - DESCRIPTION OF THE PROBLEM

The (steady) state of the system is defined by

dzs s
- —~§-+ v(x) = 0 0 <x <1
dx I + s

(2.1)
(5(0) = q s(1) =38

where v({x) 1s proportional to the concentration of enzyme at point X.

v 1is an unknown function of x 1in
@2 Uy ={v|v 5O ad 0<ven}

M being some positive constant.

Let o and Bi (i =1,...,N) be N choices of the boundary concentrations
of substrate.
We shall call si(x;v) the solution of (2.1) for the function v and for

=0 B= B

We observe the fluxes of substrate entering the membrane at x =0 and x =1

for the different values of 1 {1 = 1,...,N)
(2.3) observation = Zo; and zys (i =1,2,...,N) and we define the cost
function

N { ds. {.,v) 2 dsi{.,v) 2
(2.4)  J() == T U-————— (o)—in} +Q—.—_—-—(x)—z1i$

1 i
2 i=1 dx dx
The problem is to find u such that

(2.5) Ju) € JW) Vve uéd
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2.2. = LAGRANGIAN, ADJOINT STATE AND GRADIENT.

JOLY G. (2) shows that this problem has at least one solution and gives justi-

fication for the following formal indications to find a solution.

First step: define the lagrangian:

N ds. 2 N ds. 2
2.6) s =1 I |-=2 ©0-z.] +1 5 =La)-=2
o 232 | dx 0i 7 151 | & 1i
dzs. S,
1 1 L
+ I P, |- 3 + v(x) dx
i=l 9 dx L+ s,

where v,s = (S!""’SN) and p = (pl,...,pN) are independant and such that
2.7) ve uad

(2.8) s, - 0<H(DNE (D) (@ =70,1D

2.9 pe L2 (0).

Second step: for every s define p such that

(2.10) 3L 0
3s
ds, ds.
1 d 1 d
[ o 20] - [0 2
1
_dy ! _ 1 2
+ p; — * v(x) ———$idx = 0 ‘fzpeHO(Sz)n H ()
dx (1+si)
which is equivalent to
ap; |
TR @ gy = 0
(2.12) dx (1+si)
dsi dsi
pi (0 = =g @z, (D = g (Do

i=1,2,...,80
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Third step: we know that

(2.13)  J(v) =Df(V,SCV),p) ¥
» - [ 3,88 ) _ (L
(2.14) (J'(v),8) = {8?’ } + {SSD3V’¢} = [a—v"‘b}
if we choose p as indicated in (2.12).

( ¢ is an arbitrary function in LZ(Q) an {(f,g) denotes [ £(x) g(x) d®.

193
N ¢l Si
@.15) @@L = L] pe) 660 g dax
i=1 1 1 + s,
0 i
2.3, -~ NUMERICAL METHOD
We work with the discrete lagrangian
2 2
A
N s ~ 8, 1 N S, - s,
i i,0 1,1 ! i,J 1,J=1
= b 7 3 2 - . £ 32 > - X
@i L-g 3 o 20 *7 L B %
1=1 i=1
N J~1 [ s, fe1 8; iy~ 2s. .
+h 5 5 . - 140 2131 1,] v, ]+:9J
i=1 =1 MU h TS
which corresponds to the discrete state
5. . + 8, . - 28, . s,
i3] ;,3-! 133 4y, —d = ¢
+
2.17) | h I+s
fi,0 © ¢ Si,0 = F
to the discrete adjoint state
Pijer T P51 TP, -
2 j 7 Pi,;
h (1+s.) ’
(2.18) J
_ oS0 " fi,1 ) 0 e U Lo U i}
Pi,0 h io > Pig h il
and to the gradient
N s

3 i=]
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The algorithm is the steepest descent method:

i/ Start with an initial distribution of enzyme v = (VI’VZ""’VJ-I)
that h jéi vj = total (given) amount of enzyme inside the membrane.
ii/ Compute the state by (2.17)

iii/ Compute the adjoint state by (2.18)

iv/ Compute the gradient g by (2.19)

v/ find rgpt such that

~s L
(V*/gptg)sJ(v—Pg) ¥e >0
J(v-p_ 8) = J(V)
vi/ if opt <& , stop.
J{v)
else replace v by v - f%ptg and go to 1ii/

We have tested the method with
v(x) = a sin JIx

and N = 7 observations, starting with a uniform distribution

1
V] o= vy == vy o= {J; a sinllx dx} / (J-1).

such
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SUR L'APPROXIMATION NUMERIQUE D'INEQUATIONS
QUASI-VARIATIONNELLES STATIONNAIRES

A. Bensoussan * - J.L. Lions **

INTRODUCTION.

Les Inéquations Quasi Variationnelles (en abrégé I1.Q.V.) apparaissent comme un
un outil (ayant, semble-t~il, un intér&t intrinsdque) dans la résolution de problémes
de contrble impulsionnel et dans divers problémes de MEcanique.

I1 s*agit d'une extension des Inéquations Variationnelles {en abrégé I.V.), intro-
duites dans le cas elliptique coercif dans G. STAMPACCHIA [1] , puis dans STAMPACCHIA
et LIONS [1]dans e cas elliptique non coercif et dans les cas d'évolution. Nous ren-
voyons & H. BREZIS [1] , G. DUVAUT et J.L. LIONS [1], J.L. LIONS [1] et & 1a biblio-
graphie de ces travaux, pour un exposé€ de divers résultats et applications. Les I.V.
ont été utilisées pour la résolution de problémes 3 frontiére libre classiques, aprés
une transformation convenable introduite par . BAIOCCHI [1] ; cf. aussi la conférence
dans ce Collogue de cet Auteur et la bibliographie correspondante.

Un exposé systématique des méthodes numériques d'approximation de la solution des
I.V. est fait dans le livre de GLOWINSKI, LIONS et TREMOLIERES [1]; cf. en particu-
lier CEA et GLOWINSKI [17 , GLOWINSKI [1] et, pour des estimations d'erreur, U.MOSCO
et G. STRANG [1] , G. stranG [ 1], BRISTEAU [1].

Etant domné le r8le joué par lesI.Q.V. dans la solution de problémes de contrdle
impulsionnel, une étude systématique étendant (dans la mesure du possible !) les

) Université PARIS-IX et LABORIA -

{*  Colldge de France et LABORIA.
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résultats connus sur les I.V. aux I.Q.V. (oG l'on rencontre d'ailleurs des phénomé-
nes nouveaux) est entreprise par les Auteurs et donne lieu 3 diverses publications
(cf. la bibliographie).

Apré&s avoir posé le probléme de manidre précise au N° 1, nous indiquons (trds
briévement) la motivation au N° 2, le N° 3 donnant enfin des indications sur la réso-
lution, théorique et numérique, des 1.Q.V.

Le raccord complet entre la théorie présentée ici et un probléme concret de ges-
tion de stocks est donné dans un rapport Laboria de BENSOUSSAN, GOURSAT et LEGUAY [1]
et une étude numérique systématique sera présentée dans les rapports GOURSAT [1] et
LEGUAY [1], ainsi que dans 1'ouvrage en préparation des Auteurs.

Les calculs présentés au N° 3 sont extraits des résultats numériques obtenus
par GOURSAT et LEGUAY, que nous remercions tré&s vivement.

L'analyse numérique des I1.Q.V. d'évolution (non abordée ici) est présentée dans
GOURSAT [1] .

1. POSITION DU PROBLEME.

1. Notations.

Soit ¢ un ouvert borné de R® de frontidre T réguliére. On désigne par HTQ})

I'eSpace de Sobolev usuel d'ordre 1 sur ¢ , des fonctions 3 valeurs réelles. Pour
u,v £ H ©) , on pose

n
r
(.10 afu,v) = 2 J ag;(x) 529 ?SY dx + 23 a; 5%—-v dx + J‘ao uvdx ,
i,i=l 9o J i i =t g /6
[>)
ol les fonctions aij’ aj, a, sont dans L (@3).
On suppose que :
; I - 2 Lt
(1.2) a(v,myz  alivi, afvll® , «>0, ¥veH @) ,
H )
od M| désigne la norme dans H' @
2 L
" = g ’_E EE';(—V + VZ:}dx.
ToLimt 9

On se donne £  avec
(1.3) fe ) , £20.

Pour v donnée dans H1@9) N ﬁm(cﬂ on pose



327
(1.4) Mv(x) = k + inf v(x+E) , k>0
£20

ot &20 signifie £=1 g}

. &1; 0 ,i=l,...,net xt% ¢ ¢@.
Remarque 1.1

Les résultats exposés ci-aprés sont valables pour de larges classes de fonctions
v .. M(v) ; cf. BENSOUSSAN-LIONS {1} . Nous nous bornons ici pour 1'instant au choix
(1.4) pour simplifier 1'exposé. Dans les exemples numériques, quelques cas plus géné-
raux sont indiqués.

1.2. Le probléme.

On cherche u vérifiant

(1.5) weH @) N 1% , u<M@w) ,
(1.6) auv-u) > (£, v-u) v ve H @) , veMw. ()

L'ensemble des conditions (1.5)(1.6) constitue une I1.Q.V.

Insistons sur le fait que dans (1.6) les''fonctions test' vérifient v < M(u)
et non v SM(v). Si 1'on désigne par X(¢) 1'ensemble :

(1.7) K@ ={v|veH ) , ve<Mo},

on voit que K(¢) est un ensemble convexe fermé de Hj ©) et 1'1.Q.V. (1.5)(1.6)
s'énonce, de maniére équivalente :

(1.8) u€ K,
(1.9) alu,v-u) 2 (f,v-u) ¥v € K{u).

On voit ainsi la différence fondamentale entre une I1.Q.V. et une I.V. ; dans

une I.V., on travaille avec un ensemble fermé L convexe non vide de H1 ) et on
cherche U solution de :

(1.10) €L,

(1.11) a(i,v-m) 2 (f,v-u) ¥ veL

(1} On pose : (f,v) = J fv dx.
G



328

Dans une 1.Q.V., on a une famille de convexes, et 1'I.Q.V. se réduit 3 une I.V.

mais pour un convexe L = K(u) dépendant de la solution, donc inconnu !

1.3. Interprétation du probléme.

On pose de facon générale :

) d 3
(1.12) Av=-T3 é—x—i(aij(x) &;-f) R RENEY 5}%+ av.
i,] j

Alors 1'1.Q.V. {1.5)(1.6) équivaut (formellement) & trouver u solution de

(1.13) Au-£< 0, u-Mw<O0 , (AuwHuMuw) =0 das o,
(1.14) Sug g u - Mu) < ST = T
. gg; € 0, u-Muw €0, Eﬁg(u—ﬂiu)) =0 sur

On voit donc que dans & 1l y a deux régions ; une végion S ol u = M(u)
(1'ensemble de "saturation des contraintes'y et o0 Au<€ f et une région ol Au = f.

Une représentation schématique est donnée Figure 1.
r

Figure 1.

On voit qu'il s'agit 13 d'un probléme de frontiére libre , la frontiére libre étant
la partie Os du bord de S non incluse dans T.

La nouveauté essentielle de ce probléme 3 frontidre libre est que les conditions
sur 0s ne sont pas locales, puisque l'op€rateur M défini par (1.4) n'est pas
local.

Avant de passer 3 la résolution de (1.5)(1.6), cf. N° 3), donnons quelques bréves
indications sur la motivation de 1'I.Q.V. (1.5)(1.6).
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2. MOTIVATION.

2.1. Contrdle impulsionnel.

Soit, pour fixer les idées (1), un stock de n biens i gérer, en présence d'une
demande gaussienne (2). Si D{s,t) (€lément de RQ} désigne la demande cumulée sur
1'intervalle (s,t), on suppose donc que :

z.m D{t,t + At) = p{)At + o(t) Ab(t)

ol t - ut) est une fonction continue de R - R? , o Ab(t) est une v.a (va-

riable aléatoire) gaussiemne, 3 valeurs dans R" , de moyenne nulle et de matrice de

covariance A4t (Identité), et oli ¢(t) est une matrice (n,m) ; pour (s,s*As) et

(t,t+At) sans points commms, les v.a Ab(t) et Ab(s) sont supposées indépendentes.
Seit T 1'horizon du probléme, supposé fini pour fixer les idées.

Supposons que le stock soit x a l'instant t et soit ¥ une "'politique de

Xt
commande' définie comme suit :
=0l gl . o2 2,
(2.2) Ver < xt 3 % ,Ext,
« 1 2 i .eme .
ol t<@xt<c}xt<.... <T »Oyp = 1 instant de commande

et ol i;t (€R™) = quantité commandée & 1'instant Git'

Cela définit 1'€tat du stock yxt(s) par

V(9 = x-Dts) , se[t,00 [,
(2.3)
1, . 1 1
Ve ©xt) = X 7 Do) * B

et ainsi de suite (on suppose que la livraison est instantanée, cas peu réaliste ;
pour les cas ol il y a des délais de livraison, cf. BENSOUSSAN-LIONS, loc. cit.) .

Structure des colits.

~

On suppose qu'il y 2 un colit fixe & la commande,soit k.[on peut traiter par les
mémes méthodes des cas beaucoup plus généraux] , ainsi qu'un colit de stockage et un

cofit de rupture de stock.

T . . . . 2 5
(') Pour le cas de demandes déterministes, ou poissonniennes, nous référons a

BENSOUSSAN-LI'ONS, loc. cit. Pour les problémes numériques correspondants,
cf. LEGUAY [1] .

{*) Des problémes de mBme type se rencontrent dans de nombreuses autres situatioms,
étudides dans BENSOUSSAN-LIONS, [1] Chapitre 4.
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Le fait que 1'on ait un colit fixe k de commande implique évidemment qu'on se
borne i des politiques (2.2) & un nombre fini Nxt de commandes.

Le colit s'exprime alors par :

T
kth+J ey (s),90as)

(2.4) th(th) = B
t

ol ®>0 désigne un coefficient d'actualisation et oll la fonction positive A—-f(Mt)
représente les colits de stockage ou de rupture de stock.
Le probléme de contrdle impulsionnel est de calculer :

(2.5) u(x,t) = inf th(vxt)

Vxt

et de définir une politique optimale de commande.

2.2 Inégalités satisfaites par u.

On démontre (BENSOUSSAN- LIONS, loc. cit., Chap. 4 et Chap. 6) que u(x,t)
satisfait &

2
-%_%Tr,é_lzlacf"+u(t)%i‘+au—f <0,
% X

u-Mu £ 0, ol Mu) est donné par (1.4),

(2 1. ¥ >
“E -5 Tr 50 0%+ (O + qu - ) (u-Mu) =0,
X2 2 x

pour x € B, te [0,T] ,

avec la condition de Cauchy

(2.7} ulx,T) = 0,

3 quoi on ajoute, pour des raisons techniques, des conditions de croissance & 1'infini
que nous n'explicitons pas, renvoyant 3 l'ouvrage cité des Auteurs.

2.3. Le cas stationnaire.

Si 1'on pose :
(2.8) PO B -
: U 2 éxz ¥x ’

=

opérateur du type (1.12), le probléme stationnaire correspondant & (2.6) est
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(2.9) A-f <0, u-Mu) <O, (Au-f) (u-M(u)) = O dans R°

=~

(et des conditions de croissance d 1'infini).

Si 1'on impose des contraintes sur le stock impliquant 1'appartenance & un
ouvert ¢ borné de Rn, alors, on peut-montrerles détails techniques étant assez
compliqués) que 1'on doit ajouter 3 (2.9) (sur ¢ ) des conditions aux limites qui

peuvent &tre par exemple (1.14). On aboutit donc aux I.Q.V.

La méthode précédente est celle de la programmation dynamigue (cf. R. BELLMANN

-~

[1]), le fait nouveau &tant que 1'on arrive 2 des ingquations au lieu d'&quations
comme il est habituel.

Des problémes de jeux conduisent a des I.Q.V. de structure plus compliquée, du

type :
Mf(u)éust(u) et ol dans (1.6) M1 (u)sstz(u) y

oll M} et MZ sont deux fonctions du type de (1.4).

3. RESOLUTION ET APPROXIMATION DE LA SOLUTION DES I.Q.V. STATIONNAIRES.

3.1. Méthode itérative.

On part de W’ solution du probléme de Neumann (1)
(3.1) a@®v) = (£,v) YveH@).

Comme f satisfait & (1.3), on a :

[+a]
(3.2) LEL @ , W= o

On définit ensuite u} comme solution de 1'1I.V :

(3.3) a',v=u) 3 (Fv-u) yved' @), veM@®), uleM@®)

ce qui définit u1 de maniére wnique.
On peut vérifier que :

(3.4) o<u < wo .

(') 11 'y a d'autres possibilités et des schémas itératifs plus généraux que (3.5) ci-
dessous. Nous nous bornons ici au cas le plus simple possible.
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On définit ensuite uz, us, seny Uy wees u? est 1a solution de 17I.V.

(3.5) a,vu™) > (Fv-uh) v vEH @) , veMp® ), ot ™ h.
On montre que :

(3.6) u 2z ...2zu ZU 2 ....2

On en déduit qu'il est loisible de prendre v = O dans (3.5), d'oll résulte que

(3.7) ilu™| < constante.

A partir de 13, on montre le r&sultat suivant :
z @y u P u dens IP@) vp fini, = u dans H' @)
(3.8) i faible et dans ﬁmﬁﬁj faible étoile, o0 u est solution de
E 1'1.Q.V. (15)(16)

en outre, u est solution maximale au sens suivant : si w est solution quelconque
Z 0de (1.5)(1.8), alors w<u .

On conjecture que la solution de 1'1.Q.V. est unique (ce qui rendrait alors sans
objet la remarque sur les solutions maximales). I1 faut toutefois noter que la consi-
dération de la solution maximale est indispensable si k = O dans (1.4) ; il n'y a

plus alors unicité.

3.2. Approximation numérique.

Du point de vue numérique, on a utilisé (cf. GOURSAT, LEGUAY, travaux cités dans
la bibliographie) (3.5) ; on discrétise (3.5) par la méthode des différences finies (1)

17I.V. (3.5) ; 1'1.V. discrétisée est elle méme résclue par une méthode it€rative
avec projection sur le convexe des contraintes \fsﬂﬂﬁun-l).

Les difficultés principales sont :

(i) 1le caractére non local de M ;

(ii) la dimension gui peut &tre trés grande.

Un programme systématique de calculs est en cours. Nous ne domnons ici que les

premiers résultats numériques obtenus.

(1} Etant donné 1°) le fait que l'ouvert( est ici, trés généralement, un cube ;
2°) que la solution n'est pas réguliére au deld de H"(3), ou W2§7Q}]
comme dans les I.V), nous n'avons pas utilisé, jusqu'ici, la méthode des €léments
finis.
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3.3. EXEMPLE 1.

On donne d'abord un exemple unidimensionnel :

s =]—Z,%{,
A = -aiz.+.§l.+1,
dx dx

f(x) = 2lx|, Mv(x) =1 + inf.v(x+8) , £330, x*E€ 3 .

On fait le calcul avec

.1
a:1, 35 . =3

les courbes du graphique 1 étant respectivement notées (1),(2),(3)-
La partie de la courbe correspondant & la zone de saturation est indiquée sur chaque

courbe en trait fort.
Chaque solution admet un minimum unique, noté 0; -

Pour a =0, la théorie est encore valable, la courbe correspondante &tant trés

-3

voisine decelle pour a = 10 ~ ; on a noté § le point frontiére de la zone de satura-

tion relative & la solution pour a = O et par O le point minimum.
3.4. EXEMPLE 2.

On prend o =]-3,5 , 2,5[x]- 3,5, 2,5[ A p +1

b

£00 = 8 Ix;] Ix, |

M(v) = nE(M V), M, (W), M,(0)
Mo(v)= C + inf v(x1 +F,l, X, +E,2), Zi = 0 ,
M, (v)= C,+ inf v(x, +&,, x.} , £, 20
1 L 1T 71 72 gT S ? 1
MZ(V)— C2+ inf v(xx, xz +§2) s , 2 o . ]
On a pris :

C=0,6 , C =035, C,=0,40

On indique sur le praphique 2 la zone de saturation

C=COUC1U C2

ol Ci={x‘ u(x)=Miu(x) } , 1=1,2;

la solution (maximale ) est minimum au point o .

(1} La méthode indiquée au N° 3.1 est valable dans ce cas.
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Naturellement, le caractére discontinu de la frontidre libre tient 4 la discrétisa-
tion (pas de discrétisation h = T%}.

3.5. EXEMPLE 3.

On prend ¢ =1-2,2[x]-2,2[ , A=-4+1,

. 41 41
f(x) = 10 [sin (7 mx) + sin (Gmx,) 71,
M(v) = inf M V), M, (W), M,(v))
MO(V)= 0,5 + 0,15 51 + 0,25 EZ + inf v(x+&), (t;i?O ,
M (W)= 0,3+ 0,25 &, + inf v(x* &y, X,) £20
M,(V)= 0,35+ 0,3 E, + inf v(x;, x, * £5) , ZZ>O

le graphique 3 indique la zone de saturation S = COUC1 UC2 avec des notations
analogues 3 celles du N° 3.4. précédent. La solution(maximale)admet un minimum unique

au point © .

On retrouve par les méthodes précédentes - extrérmement différentes des méthodes habi-
tuelles- des résultats connus dans la littérature sur la gestion des stocks, (par
exemple) sous le nom de 'politique s - §'*. Cf. A.F. VEINOTT Jr. [1] et 1a biblio-
graphie de ce travail, ainsi que le rapport BENSOUSSAN-GOURSAT-LEGUAY [1] .
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GESTION OPTIMALE DES RESERVOIRS
D'UNE VALLEE HYDRAULIQUE

A. BRETON ~ F. FALGARONE
ELECTRICITE de FRANCE

I - POSITION DU PROBLEME

Pour satisfaire la demande d'@nergie &lectrique, Electricitd de France
dispose de moyens de production hydraulique et de centrales thermiques et nucléaires.
Le syst@me francais de production—consommation présente les caractéristiques
suivantes :

- Une demande d'énergie &lectrique nettement plus importante 1'hiver que 1'été,
Cette demande est aléatoire et est caractérisée par une dispersion relativement
faible.

- Un parc de centrales thermiques trés diversifié qui se traduit &conomiquement
par un colt marginal du kWh produit fortement croissant avec la puissance appelée.

- Un parc d'usines hydrauliques composé en partie d'un certain nombre de grands
réservoirs recevant leurs apports au moment de la fonte des neiges c'est-a-dire
en dehors de la période de forte consommation. Ces apports hydrauliques sont
aldatoires et présentent en général des dispersions assez importantes.

La gestion annuelle des moyens de production consiste donc 3 utiliser,
dans la mesure ol les aléas le permettent, les réservoirs saisomniers de fagon 3
stocker l'eau en période de forte hydraulicité pour 1'utiliser au moment ol la
consommation est plus &levée.

De fagon plus précise le gestionnaire doit, & chaque instant, arbitrer
entre 1'utilité immédiate attach@e 3 un destockage des réserves (valorisé par
rapport & l'économie de combustible qu'il procure) et une espérance future de gain

qu'il pourra retirer de l'eau en réserve.
Bien entendu, pour &valuer i chaque instant 1'int8r@t &conomique d'un

kWh en réserve, il est nécessaire d'optimiser globalement sur 1'annde 1'ensemble

des grands réservoirs (une trentaine) et 1l'ensemble des autres moyens de production.
On voit donc apparaitre ici les principales difficult&s du probléme de

la gestion optimale du parc des &quipements de production &lectrique, difficultés

liées :

- 3 la grande dimension du probléme,

~ au caract&re dynamique de la r@gularisation saisonniére,

- au caractére aléatoire de la demande électrique et des apports hydrauliques.
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Bien que l'objet de cette &tude soit seulement celui de la gestion des
réservoirs d'une méme vallée hydraulique, on s'intéressera cependant tout d'abord
aux grandes lignes du probléme de 1l'optimisation sur l'amnée de l'ensemble des
moyens de production. En effet c'est & partir de ce dernier, considéré comme
probléme global, que 1l'on obtiendra, par décomposition pour chaque vallée hydrauli-
que, le problZme local de la gestion optimale des différents réservoirs équipant
celle-ci.

I.1 - Formulation du probléme global

On désignera par [O,T) la période totale de gestion, la période &lémentai-
re (t, t+1) représentant la semaine t.

La demande électrique sur la semaine est structurde en m postes (heures
de pointe, heures pleines, h%ures creuses, etc...). La demande globale D est par
conséquent un vecteur de

L'énergie produ1teTpar le parc thermique et nucléaire sera représentée
par un seul vecteur T £

Enfin on supposera que le parc hydraulique est composé de N vallées
hydrauliques indépendantes (j = | & N) c'est-3-dire sans aval commun.

Pour chaque vallée ] on cherche i déterminer 1'évolution (Z;, v Zj):zj
du ou des réservoirs de cette vallde. La dimension du vecteur Zj étant &gale au

nombre de réservoirs en série et/ou en parallédle.
On se donne enfin pour tout j la fonction

Z — B@) e B™

qui a une évolurion de la réserve j domne la production en &nergie de la vallée
sur les m postes des T semaines. On reviendra, lors de la formulation détaillée du
probléme local, sur les questions soulevées par la construction d'une telle fonction.

Le probldme de la minimisation du colit de 1'énergie thermique et nucléaire
produite peut maintenant s'écrire :

MIN c(P)
(z,%)
sous la contrainte globale

N
(PG) I H.(Z,)+ P = D
o 30
3
et sous les contraintes locales

P = 0
4 e

ol :ZZj représente l'ensemble des &wlutions admissibles de la réserve ]
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I.2 - Décomposition du probléme global

En remarquant que !

- la croissance du colit marginal thermique entraine la convexité de la fonetion C(P),

- 1'optimisation, décrite plus loin, des quantit@s d'eau turbinées & 1'intérieur de
la semaine se traduit par un effet de rendement décroissant de ces dernidres et
permet d'assurer la concavité des fonctions Hj(zj) pour {(j = 1 3 N),

- gi deux évolutions d'une r&serve sont admissibles, alors toute combinaison convexe
de ces deux trajectoires est encore une trajectoire admissible : autrement dit
sz est convexe pour tout j,

- si on introduit un colit de défaillance, c'est-a-dire si on ne borne pas P supé-

rieurement, alors le domaine admissible du probléme global & un intérieur non
vide.

on peut alors_assurer (I) qu'il existe un vecteur 5 20 tel que la solution opti-
male (Zl,...,zm, P) du probléme (PG) soit solution du probldme

viv  { (G, z P)
e Z.

7 € Z;

P =0

- ml
ol p € R et Z = (Zl’ . Zl)

=4

avec L(p, Z, P) = C(P) - <p,

YR

H.{z.) + P - D>
J(ZJ)

i=1

On constate immédiatement que la minimisation du lagrangien s'obtient
en résolvant les N+! problémes locaux suivants

PL, MIN €(P) - ~p, P >
P =0
PL, MAX <p, Hj(zj)>
(3=1 a W

Ainsi la connaissance de la variable duale 5 permet de décentraliser la
recherche de 1'optimum global. Pour &tre efficace, cette procédure, mettant en

oeuvre un algorithme de coordination pour la recherche de la variable duale p,

suppose une convergence rapide de la méthode de résolution numérique des problémes
locaux.
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II - LE PROBLEME DE LA GESTION DES RESERVOIRS D'UNE VALLEE

II.1 - Position du probléme

La forme du probldme local précédent nous indique donc que l'on doit
optimiser la valeur de la production énergétique en tenant compte de 1'ensemble

des contraintes relatives 4 la vallée hydraulique considérée.

Le probléme est posé em boucle ouverte adaptée (2}. On désire en effet
construire une procédure d'optimisation qui utilise au mieux toutes les informations
disponibles au moment de la prise de décision. Autrement dit, on exploitera chagque
semaine le mod&le et on ne retiendra que la premi&re décision. Ceci permet de
profiter au mieux des dernidres réalisations connues de la consommation, des niveaux
d'eau dans les différents réservoirs, de la disponibilité des tranches thermiques
et nucléaires.

On sera conduit & utiliser une trajectoire dé&finie par les &quations
d'évolution

init
. . . . , - t .
que l'on appellera par la suite "trajectoire i viser" (ofi le vecteur x contient

autant de composantes qu'il v a de réservoirs saisonniers dans la vallde hydraulique
congidérée)

//////’(/ //////f xv’//f ;Vz‘}/‘/’/;’ L f’ / / /

8init \

final

forte
hydraulicité

/ﬁemaine
w1 d'exploitation

JTTTITTT7 7777777 (ler sept)

ot~
g

(ler sept)
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Il est nécessaire d'imposer certaines contraintes sur le niveau de cette
trajectoire 3 viser. En plus des contraintes de niveau minimum et maximum, on fixze-
ra un certain &tat final (réservoirs pleins au ler septembre, avant la période de
forte consommation). On imposera une contrainte en probabilité sur le niveau mini-
mum de fagon & atteindre au moins 1'état final avec une certaine probabilité fixée
a priori. De méme on fixera une contrainte en probabilité sur le niveau maximum de

fagon i ne pas subir trop de déversements.

Pour arbitrer entre les différentes trajectoires 3 viser, on calculera
1'espérance de la valeur de la production énergétique pour toutes les années
d'observation de 1'échantillon hydraulique dont on dispose. Cette procédure &vite
l'estimation des lois de probabilité des apports hydrauliques.

La difficulté essentielle du probléme provient du caract@re aléatoire
des apports qui ne permettent pas de suivre dans tous les cas cette trajectoire 3
viser. En effet si le destockage est u', la quantité turbinde sera ul + at (oi af
représente les apports de la semaine t de 1'année % de 1'échantillon des observa~
tions hydrauliques). Or la quantité turbinée ut + al peut ne pas 8tre comprise
entre les bornes VE, et VI entre lesquelles la tirbine doit travailler. Dans
ces conditions on séra con@%ft, pour respecter ces dernidres contrainteg, 3 quitter
la trajectoire & viser vers le haut dans le cas des fortes hydraulicités et vers
le bas dans le cas des faibles hydraulicités,

Pour déterminer la valeur du critére &conomique il sera nécessaire de
disposer de la production &nergétique Ef_ (h,q) associde i une hauteur d'eau h et
i une quantité turbinée ¢ pour 1l'année hydraulique 2, le poste horaire k et la
semaine t.

Cette fonction E(h,q) est le ré@sultat d'une optimisation complexe au sein
de la vallée. Il s'agit en effet, pour les décisions de destockage envisagées sur
les lacs de la vallée, de gérer au mieux l'ensemble des usines hydrauliques &qui-
pant cette vall@e, de fagon 3 produire pendant les heures les plus chargées de la
journée. Cette optimisation est effectuBe heure par heure en tenant compte notam-
ment des temps d'8coulement de l'eau entre les différentes usines.

II.2 ~ Formulation du probléme de la gestion des réservoirs d'une vallée

On est conduit & traiter un probldme de commande optimale stochastique.
On utilisera, dans ce but, une démarche analogue i celle &tudiée par M. QUADRAT [3].

On cherche 3 optimiser le critére &conomique :

L =1 m
1 t t t t T
Max & += |z ¢ E, (h;,a;) o, - (S . -y,) oA
41 L =0 k=l ke 2 2 ke final 2
t £+
avec A = Zﬁ—:—ZE——
2 2

(ol L est le nombre d'années d'observation hydraulique, pt sont les prix permettant
Khe

la décomposition du probléme global et A la valeur finale 1l'eau, ce qui permet
de valoriser les écarts & 1'état final imposé)}.

1'8tat aléatoire Y; évoluant selon les &quations

thl ottt
3 e T B T4

o]

Yy = Sinit
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Pour simplifier la recherche de la stratégie optimale en boucle fermée, on impose
une loi de feedback de la forme :

ot oty i t_ ot € t £
q, (yz, aﬂ) = MIN Vmax’ MAX ((yl x +u + al)’ Vmin]}
ot 1'optimisation s'effectue par rapport aux paramétres xt, ut de la loi de
feedback, ces paramdtres &tant liés par 1'équation d'évolution xE+! = xt -~ yt, on
impose de plus les contraintes

; St, = xt s;;St

i min max
P x% =5, .
} * Slnlt
T
{ =
| Sfinal

.t L - . . . . .
(ol x et u sont des vecteurs & n composantes s'il vy a n réservoirs saisonniers
interdépendants dans la vallée considérée).

Il est possible de reformuler le probléme précédent 3 partir des seuls
paramétres xt, ut de la loi de feedback :

L T~1 m
t t t t t £
MAX T % by by EkQ (hz(xo,...,xt,uo,...,u ), qg (XO,...,X ,uo,...,ut)} - Py
g=1 t=0 k=1
T, o T-1 o -1
{Sfinal yz(x yooesX U e se U )J A
1
[ t t
Px =x - u
{
I o
I =
| x Sinit
i
i t
% * = Sfinal
i St. = xt = St
| “min max

Pour simplifier les notations on posera

-1 o -1

it
L T-1 m

! t t
V(xo,a..,x LU ye..su ) = L &1

% LI E
=1 L kb

( qI

t t , _
z"‘z] “Per T {Stinal” V2 '*J

e

t=0 k=1

La fonction V apparalt donc comme la valeur de l'énergie produite par la vallée
considérée.

On doit donec résoudre le probléme de commande optimale

T- T-
lax v, Lx Ll D
£+1 £ t
x = X - Q
o
0= Sinit
i
; T
| £
| X = Seina
t t £
. <
Smln S;;X = smax
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L'intéret de la méthode de d&composition du probléme global repose sur la
grande simplicit& de la structure des problémes locaux, simplicité qui permettra
de disposer d'une méthode de résolution particulidrement rapide.

IIT - RESOLUTION NUMERIQUE

III.1 - Recherche d'un point-selle

La seule difficulté du probldme précédent provient des contraintes sur
les états
t t t
S”. & X s;_SmaX
On utilise une méthode de recherche du point-selle du lagrangien
T~1
t, t _t t, t Lt
z -5ty - -
)+ e Y= Smln) 87 (x Smax)

T-1 =1
L (v,8,%,0) = v, . e,

ce qui permet de transformer la ré&solution d'un probléme de commande optimale avec
contraintes sur les &tats en une suite de problémes de commande optimale sans
contraintes sur les états.

On recherche donc ;, 3, i, U tels que
LG8 % B <&, 8 % D
pour vy, § O

L 6, % << PG, 5, % 0

t+l £ ¢t
pour X = x - u
o
= Sinie
T _
x = Sfinal

Pour la recherche d'un point-selle (y, 8, X, U} du lagrangien
Y (y, 8, X, U) on a utilisé la méthode classique d'UZAWA. La concavité du critére
et la définition du domaine admissible permettent d'affirmer d'une part l'existence
d'un point-selle et d'autre part la convergence de la méthode d'UZAWA vers un tel
point. On est donc conduit 3 résoudre successivement un probléme primal et un
probléme dual.

A 1'it8ration k, on maximise le lagrangien jﬁ(yk, Sk, X, U), & Ve et &

fixés, par rapport a X et U dans le domaine défini par k

t+1 t t
X = X = u

0 =
X = S
T
= Sfinal

% u . .
Soit k(Yk’ §k) et k(Yk’ 5k) la solution optimale.
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- Probléme dual -

On minimise le lagrangien i;(Y, Sy Xk’ Uk), a Xk et Uk fixés, par rapport
3 v et § dans le domaine

Y 0
§ 0

Vv

A l'itération k+! on effectue les déplacements des variables duales

{

iloe R R

i ey = MAE {00y T e Gy Smin)J
]

|

L1t . £, ot ot

| Soup = MAX |0, 8 % pCe - S )

et on choisit 5 > O suffisamment petit de manidre a assurer la convergence de la
méthode.

III.2 - Résolution numérique du probléme primal

On est donc conduit 3 résoudre, pour y et § fixés, un probléme particu-
lidrement simple de commande optimale

T=1
o -1 o -1 t, t t t, t t
MAX ¥V |X ,...,% I A } + tzl (y (x Smin) § (x Smax)
I
Pox =% -u
© 5
1 x =8, .
% init
i
PUT
P Stinal

En utilisant 1'8quation d'évolution pour exprimer la contrainte sur
1'état final, le probléme prend la forme suivante :

T-1
o T-1 o 1) t, t t £t t
MAX ¥V (X ,..00,X JU oy s el J + ti] (y (x Smin) 8 (x Smax)

it £ t
;X L S ¢ §
| T71 ¢
[ 2w = Sinit - sfinal
=0
§C)

<2 =

: s, .
! init

Pour résoudre ce probléme, on utilise une méthode de plus forte pente
dans la mesure ol celle-ci permet une interprétation &conomique intéressante.
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”

. v v - . . .
Soit ut et xt pour £t = 0 3 T respectivement la commande et la trajectoire.
On envisage un déplacement Sul de la commande 3 partir de ub pour t = 0 & T-1 en
imposant de plus la contrainte

-1 n 6u? 2
i

Loy 5
t=0 i=1

ol les a, pour i =1 3n sont des constantes positives que l'on déterminera par la
suite. syt
On recherche les directions de déplacement g%— pour t = 0 4 T-1 qui

optimisent la variation du critére. D'ol le probléme :

T~ o] £ Wy t [
a3V & t t, 8
£=0 }3x Ju
sxt st st
8s 8s §s
T=1 t
P 2“ =0
t=0 °%
T~1 n Su, 2
£z ST e = 1
t=0 i=]
6’ _
Ss
(en posant % =V (;0,...,;T—i,ﬁo,...,ﬁT-l} 3}

C'est un probldme de programmation mathématique dont les variables de
décision sont
t
Sx Su
§s &s
pour t = 0 & T-1.
éxt
Les conditions d'optimalité par rapport 3 oo pour t = 0 3 T donnent le
systéme adjoint

2

o B L Wt
t
ax
o =0

| - P i - .
ol @ apparalt comme le multiplicateur de Kuhn et Tucker attaché 3 1'équation
d'évolution

R T
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PP . c . Su 5
Les conditions d'optimalité par rapport 2 E:, pour t = 0 4 T-1 permettent
i=13a

d'obtenir les directions de déplacement relatives ad réservoir i ( n)
t
Sup ey e
e— = 2 X — P G
§s eay 9u§ i i

olf € est le multiplicateur attachéd a la liaison
-1 n {5u§ 2
z L ailgg—
£=0 i=1 1
et o, le multiplicateur attaché & la liaison
-1 sut
-t =0

7
=0 98

Cette derniére permet d'exprimer directement le multiplicateur g
P Ty 4]
o =7 I |=¢ o
t=0 |a3u

on posera

pour t =0 3 Teti=12%42n

M

d'ol 1'expression de la direction de déplacement

Gut {
R W P\ =3
3s 2e0, { t i
i U
i
pour t =0 3 T~]l et i =1 4n
~ 58
on pose a; = < 5

N t . .
d'ol la nouvelle commande u (8) en fonction d'un scalaire § > O

| ¥
[ t t+1
jug(e) = ﬁi + g §—;‘- v,
! duy
8 >0 pour t=03aT-!
i=143an

~

On retient une valeur de ¢ suffisamment petite de fagon A augmenter strictement
la valeur du critére économique.
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IV - INTERPRETATION ECONOMIQUE

N PP © s . ~ . t
On s'intéressera ici & la signification &conomique du vecteur ¥ pour
t=0arT

n
I N L A
t
3u
t
" =0

3 partir de 1'instant T jusqu'a l'instant t+1, on obtient

-1
+
\PEI= % _a...Y.._+-Y éi-{.cl
s=t+] ax.

(1=132an)

D'aprés l'interprétation &conomique générale d'un multiplicateur de Kuhn

et Tucker, o. représente l'avantage &conomique d'une unité marginale d'eau 2
1'horizon T. C'est la valeur de l'eau 3 1l'instant final pour le réservoir i.

T-1 N
D'autre part la quantité I -i—— mesure 1'effet de "hauteur d'eau” du
s=t+] 9x°

réservoir i. En effet cette quantité@ représente 1'intér8r économique qu'il y aurait
4 turbiner l'eau sous une hauteur marginalement supérieure {(meilleur rendement
énergétique des turbines).

. PR 8 . N - . oo
Enfin le multiplicateur y, s'interpréte comme le cout marginal associé

3 la contrainte de niveau minimum x =8 et le multlpllcateur 6 s'intgrpréte
comme le colit marginal associé & la contralnte de niveau maximum b4 Essmax'

Par conséquent ??+l, somme de 1'ensemble des termes précédents, représente
1'avantage économique qu'il y a 3 disposer 3 la date t d'une unité marginale d'eau
supplementalre tout en contlnuant 3 gérer dans le futur comme on avait prévu de le
faire (u pour § = t+1 & T~1). On reconnait 13 la définition méme de la valeur de

1'eau d la période t pour le réservoir i.

Il est import%nt de remarquer que cette valeur de l'eau est relative &
la commande quelconque ut pour t = 0 & T~1 et pas nécessairement i la commande
optimale ut pour t = 0 & T~1I

£+ : = . .
Wi = valeur de l'eau la semaine t pour le réservoir i

associée 3 la commande uf pour t = 0 i T-1
+1 P s
Connaissant la signification &conomique de W , on en déduit aisément

celle de la quantité

BVt _ W +1
Bui
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v
aV P P . PP ‘.
En effet - représente L'utilitéd marginale immédiate associée au destockage d'une
3u;
P 1 t+1 P
unité d'eau alors que ¥ représente la valeur future de cette eau. On compare
donc l'utilité marginalé immédiate de l'eau et sa valeur future. On reconnait 13

la définition d'une rente marginale

"

, Vv t+ . . P L
% - - Wi b Rente marginale la semaine t pour le réservoir i
E du; assocife 3 la commande ut pour t = O & T-1

Or le déplacement de la commande effectud dans la méthode de résolution numérique
utilis@e est de la forme :

{

e, o _at Vel

ARG L
bu;

|
j g >0

Par conséquent on destocke plus d'eau quand la rente est positive et
moins d'eau gquand la rente est négative. Autrement dit on déforme la commande de
fagon A accaparer les rentes positives et 3 se défaire des rentes négatives. Cette
procédure s'arr@te lorsque pour t = 0 3 T~1 et 1 = ] & n on obtient des rentes
nulles :

¥ e+
L — T =
But *
i
La commande obtenue est alors la solution optimale u; pour t =1 & T~1
du probléme primal relatif aux variables duales yi et ai pour t =0 & T-1.

. . - <t . .
Pour les multiplicateurs yt et § on obtiendra la commande optimale
du probléme initial :

MAX V (xo, NP xT—l, uo, ceey uT-I)

t+1 £ t
® =

S, .
init

- Sfinal

Le vecteur ¥ sera solution du systdme adjoint

+1 T v -t -t

Wt R ay. . y + 3
t
3%

T .

¥ =g
avec les conditions d'exclusion

=t r t _
vy (x $min) = ©
-t , t t _
8§ (x Smax) =0
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t+1 . - N . .
Le vecteur ¥ s'interprétera comme la valeur de l'eau 3 chaque instant associée
4 la commande optimale ut pour t = 0 3 T~1 ; et 1'on vérifiera de plus les condi-
tions

oV W§+1 =0
Bu.
i
i=12a
t=03T-1

Autrement dit, 3 l'optimum, 1'utilité marginale immédiate de l'eau est &gale i la
valeur future de 1'eau. On reconnait 13 les conditions déji énoncées par
P. MASSE (4).

L'intérét de la méthode numérique utilis@e est simplement de permettre
l'utilisation des deux concepts &conomiques d'utilité marginale immédiate et de
valeur future de l'eau en dehors de l'optimum. Ceci permet, d&s lors, une compré-
hension économique de la procédure de résolution utilisée.
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FILTRAGE ET IDENTIFICATION
FILTERING AND IDENTIFICATION

ALGORITHMES DE CALCUL DE MODELES MARKOVIENS POQUR FONCTTIONS ALEATOIRES

P. FAURRE
SAGEM et LABORIA (France)

I — INTRODUCTION

1.1 ~ Au cours des trentes derniéres années, la nécessité@ de réaliser des systémes
de plus en plus performants a conduit 3 considérer et 3 modéliser les signaux alZa-
toires ou les perturbations aléatoires intervenant dans ces systémes.

De nouvelles disciplines comme le filtrage statistique, la théorie de la pré-
diction, 1arthéorie de la détection, la commande optimale stochastique se sont dé-
veloppées. Les contributions initiales de WIENER et KOLMOGOROV furent comsidérables.

Dans 1'approche la plus ancienne, les fonctions aléatoires sont décrites par
leurs covariances ou leurs spectres, paramdtres qui sont le ré&sultat brut d'une ana-
lyse statistique d'échantillons.

Le développement des calculateurs numériques et des méthodes de variables
d'état en automatique déterministe conduisit Kalman et Bucy & développer vers 1960
une approche différente fondée essentiellement sur une représentation par &quations
différentielles ou récurrentes, linaires et stochastiques, ou encore, ce qui est
équivalent, par processus gaussiens-markoviens (KALMAN (1) et (2)).

Kalman et Bucy appliquérent cette technique au probléme du filtrage statisti-
que et de la prédiction. Les représentations gaussiennes-markoviennes s'avérent aus—

si trés puissantes pour le prohld&me de lissage(BRYSON)et de la d&tection (SAGE).

1.2 - Ce papier résume quelques travaux (ANDERSON, FAURRE, KALMAN) faisant le lien
entre les deux types de modéles. Plus précisZment comment obtenir & partir de la co-
variance d'un processus gaussien vectoriel, une repr&sentation markovienne ?

Un résultat mathématique connu sous le nom de lemme positif réel caractérise
1'ensemble & de toutes les réalisations markoviennes d'un processus gaussien décrit
par sa covariance. Cet ensemble s'avére &tre convexe, fermé&, borné avec deux points
extrémaux max et min, P¥ et P, . Des algorithmes permettent de calculer effective-
ment ces réalisations extrémales.

De plus, l'une des réalisations extrémales, P, , s'avlre &tre le filtre op-
timal.

De nouveaux résultats pour le cas non stationnaire ont été obtenus récemment

{voir ATTASI, CLERGET), mais on se limitera ici au cas stationmnaire.
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2 - ENSEMBLE DES REALISATIONS MARKOVIENNES D'UN

PROCESSUS STATIONNAIRE

2.1 - Réalisations markoviennes

Nous considérerons dans la suite une &chelle de temps continue et remvoyons
3 FAURRE (4) pour l'analyse dans le cas d'une échelle de temps discréte. Tous les
processus seront supposés centrés.

La donnée du probléme consid&ré sera un processus gaussien vectoriel station-

naire y(t) de dimension m de covariance connue

E {y(trDy’ ()} = A(D) (£} (1
et de spectre (transformée de Laplace de la covariance)

S(s) =Z{0(M)} = fe STA(D)dr @)

Ce processus sera dit admettre une représentation markovienne, s'il existe

un processus markovien x(t) de dimension finie n tel que

y(£) = Hx(t) + w(t) (3)

ol le terme &ventuellement pré&sent w(t) est un bruit blanc.

On peut montrer qu'un processus gaussien stationnaire markovien vérifie néces~
sairement une &quation différentielle linaire excit&e par un bruit blanc(FAURRE(4)
(on voit ainsi 1'analogie entre des représentations d'état et les processus marko-—
viens), ce qui conduit 3 la définition suivante :

DEFINITION :

On_appelle réalisation markovienne (si elle existe) d'un processus gaussien station~

naire un modéle de la forme :

X =Fx +v )

v He + w (5)

v . .
od [ } est un bruit blanc de covariance
W

(#) La notation y' désigne le transposé de la matrice y.
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v(t) Qs
B} [v' v (]! = 8(t-s) (6)
w(t} S'R

et pour lequel les conditions suivantes sont vérifiges

¥ ¢ matrice asymptotiquement stable 7
(F,L) : compldtement commandable avec = LL' (8)
(H,F) : complétement observable (9)

On peut voir que la covariance du processus y(t) ainsi représenté :

#

A1) = Ely(e+D)y " (e)} (10

{107 % (t-a)da + w(1)] [Hf o7 tv (~B)dB+w(0)] T}

#t

est de la forme

Tt
Ay = HeFTee(r) + 6le T TH'e(-1) + R6(T) (amn
oli 1'on a posé
G=PH + 8 (12)
avec
P = E{x{(dx' ()} (13)
solution de 1'équation
¥P + PF' = -Q (14)
et
Lo siT<Q
(1) =1{1/2 si T = (15)
| 1 gitT>0
et ot §(1) est 1'impulsion de Dirac.
Le spectre de y(t), transformée de Laplace de (11) est donc
S(s) = R + H(sI-F) 'g + ¢’ (~sI-F") 'u' (16)

On remargue immé&diatement que S{s) est rationnel en s et parahermitien
(8(s) = 8'(~s8})
Ainsi, nous voyons déja apparaitre deux conditions nécessaires (qu'on verra

ultérieurement suffisantes) pour l'existence de réalisations markoviennes



355

i) la covariance A(T) doit &tre de type positif (comme toute covariance) ou de fa-
con équivalente le spectre doit vérifier (théorBme de Bochner)

S(jw) = 0 pour tout w réel (x) (17)

ii) le spectre doit 8tre une fonction rationnelle de la fréquence s, ou encore la
covariance A(r) doit tre de la forme (11).

Pour les applications, la covariance A(T) vient en général d'une estimation
statistique. Il est donc important de pouvoir exprimer A(t) par une formule du type
(11). Il s'agit en fait de méthodes d'approximation du type approximation de Padé,
et un algorithme utilisable pour cela est 1'algorithme de HO (voir HO, IRVING,
RISSANEN, FAURRE (4)).

Nous supposerons donc pour la suite que les donndes du probléme, 3 savoir
la covariance A(1), sont en fait les 4 matrices {H,F,G,R}. Les inconnues sont alors

{P,Q,s}.

2.2 - Ensemble J°de toutes les réalisations markoviennes

Une réalisation markovienne particulidre sera parfaitement définie par la ma-
trice P correspondante : en effet les matrices Q et S s'en déduisent par les rela-
tions (14) et (12).

On appellera

.

gglﬂensemble des matrices P correspondant & une réalisation mar-
kovienne de A(1)définie par (11).

On peut montrer que cet ensemble &Dest caractérisé par les relations

FP + PF' = -Q (18)
G - PH' = 5§ (19)
qQ S

>0, P>0 (20
S' R

Les relations (18) et (19) ont d8ja &té vues et (20) est &vident car les
matrices correspondantes sont des covariances ; la réciproque peut 8tre démontrée
(voir FAURRE (4)).

Ces relations (18), (19) et (20) interviennent dans un résultat mathématique
important connu sous le nom de lemme positif réel (POPOV) qui est le suivant
THEOREME (Lemme positif réel)

La _fonction A(T) donnée par 1'expression (11) est de type positif si, et seu~

lement g'il existe trois matrices P,Q,S (P et Q symétriques) vérifiant (18), (19) et
(20).

(#) La notation A > 0 signifie que la matrice A est non négative définie.
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La structure de !'ensemble C@est intéressante. Il est assez facile de voir
que &Dest convexe fermé dans l'espace des matrices symétriques nxn. De plus on peut

montrer (voir FAURRE (4)) que relativement 2 la relation d'ordre
A < B <=» B - A non négative définie, 21)

+'admet un maximum P* et un minimum P, , c'est-d-dire que

PP = P

IA
Las)
1A

p¥ (22)

3 - ALGORITHMES DE CALCUL DES REALISATIONS EXTREMALES

Un résultat théorique utile introduit dans FAURRE (2) est la liaison existant
entre la r2alisation extrémale P et la covariance A(T), qu'on peut exprimer ainsi
x'P*¥ x = inf ffm ffm u'{a) AB-o)u(R)dadB (23)
u(e €W

o 1'ensemble & (%) est défini par
g0 = ful]x = s T Hy(dal (24)

La matrice P* apparaissant comme infimum d'un crité@re quadratique sous con-
trainte lin8aire, on peut montrer que P¥ est la valeur limite d'une &quation de
Riccati.

Dans le cas régulier (R définie positive) les algorithmes sont les suivants
ALGORITHME

Le maximum P* s'obtient en intégrant

It

ING)! 0
$ = F'T 4+ IF + (H'-Z6)RTN(H-G'D) (25)

jusqu'd convergence vers la valeur d'équilibre I _, alors
q <o
.
P = I . (26)

Le minimum P, s'obtient en intégrant

3

f2(o0)
Q

0
FO o+ OF' + (G-REDR (G -HY) 27)
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jusqu'3 convergence vers la valeur d'équilibre ) _,alors

P, = (26)

Ces algorithmes sont stables et efficaces pour calculer des réalisations mar-—
koviennes (voir GERMAIN). Les méthodes initiales et plus anciennes pour trouver une
réalisation markovienne sont dérivées des idées de factorisation spectrale. Alors
que pour un processus scalaire les deux approches sont comparables, dans le cas mul-
tivariable les algorithmes que nous proposons semblent 1'emporter nettement sur la

complexité des factorisations de matrices rationnelles.

4 - APPLICATIONS

4.1 — Filtre statistique optimal

Rappelons que le probléme du filtrage statistique consiste d calculer la

meilleure estimée %(t) de x(t) 2 partir des observations passées y(a), a < t :

£(t) = B{x(t) |y, o< t} (29)

Pour un mod&le markovien de la forme (4) 3 (6), l'algorithme de filtrage

porte le nom de filtre de Kalman (voir KALMAN (1) et (2)) et s'Berit

»r .

= F& + K[y-m] (30
avec K = (ZH'+S)R 31)

et L étant 1l'unique solution définie positive de 1'équation de Riccati stationnaire

du filtre.
FZ + IF' - (SH' + S)R L(HT+ S') + Q = O. (32)

Si 1'on écrit les équations (30) et (5) sous la forme

") .
n

FR + TW (33
y =HR + W (34)

on voit que le filtre est une réalisation markovienne particulidre caractérisée
par
v ™
= (35)
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Il est possible de montrer {(voir FAURRE (4)) que cette réalisation markovien-
ne particuligre est P .
Ainsi done la réalisation markovienne minimale P, présente-t-elle la particu-

larité d'8tre le filtre de Kalman.

4.2 - Implications pratiques

Lorsqu'on se trouve devant un probléme concret de filtrage statistique pour
lequel les mod&les sont mal connus, le premier probl8me est celui de les obtenir
par des méthodes statistiques.

Lorsqu'on cherche 3 obtenir un mod@le markovien, deux approches sont utili-
sables :

i) une approche paramétrique : des hypoth@ses de structure et de dimension &tant
faites sur le processus, on estime au mieux les paramétres

ii) 1'approche utilisant les algorithmes présent&s dans ce papier, qui ne fait au-
cune autre hypothé&se a priori que la statiomnarité et qui consiste :

-~ 3 estimer la covariance du processus par des moyens d'analyse statistique

- 3 utiliser des algorithmes du type HO, RISSANEN qui géndrent les matrices
{H,¥,G,R} représentant la covariance

- & utiliser les algorithmes présentés ci-dessus pour calculer une ou deux
réalisations extrémales P* ou P, , ou toute combinaison convexe de ces deux 13.

Ayant ainsi obtenu une r8alisation markovienne, il est possible de calculer
explicitement le filtre de Kalman.

On pouvait faire reproche & cette procédure d'avoir 3 résoudre successivement
deux 8quations de Riccati, une pour obtenir la réalisation markovienne et une autre
pour le filtre.

Or il ressort du résultat nouveau cité plus haut que la réalisation P, n'est
rien d'autre que le filtre, et donc que la résolution d'une seule Equation de Ric-

cati suffit pour résoudre le probléme global réalisation markovienne et filtre.
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ESTIMATION DE PARAMETRES DISTRIBUES
DANS DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTTELLES

G. CHAVENT

(Institut de Recherche d'Informatique et d'Automaticue
et Université Paris IX - Dauphine)

La méthode présentée ici est congue spécialement pour 1'estimation de para-
métres distribués dans des systémes distribués.Elle utilise la théorie moderne du
contrSle dans des espaces de fonctions, et consiste & minimiser un critére d'erreur
(non quadratique en les paramétres) par une méthode de gradient ordinaire. Les

avantages de cette fagon de procéder sont les suivants :

- il n'est pas besoin de supposer que l'on connait une forme algébrique
des fonctions paramétres pour calculer le gradient par rapport 3 cette
fonction.

- lorsqu'on désire tester diverses formes algébriques {(chacune ne conte-
nant que quelques param@tres inconnus), il suffit de modifier quelques
cartes dans le programme, dont 1'architecture reste inchangée.

- le calcul de ce gradient ne nécessite que la résolution de deux
équations aux dérivées partielles, méme lorsque 1'inconnue est une
fonction.

- la méthode est utilisable méme si 1'on ne posséde que peu de points de

mesures en temps Ou en espace

Nous donnons des applications 3 1'estimation de fonctions des variables d'es-
pace (dans des nappes d'eau et de pétrole) et 3 1'identification d'une fonction
dépendant de la solution du systéme.

Communication présentée au Colloque International sur les Méthodes de Calcul Scien~
tifique et Technique I.R.I.A., le Chesnay, 17-21 décembre 1973.
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I ~ INTRODUCTION

Le probléme de l'estimation des paramétres peut &tre posé@ comme un probléme
de contrdle optimal dans lequel le contr8le serait le paramétre i estimer, et ol
la fonction coft serait un critére quadratique d'erreur entre les mesures et les
sorties calculées par le modéle. Il &tait donc naturel de transposer a l'estimation
de paramétres distribués dans des systémes distribués les méthodes d'analyse fonc-
tionnelle développées par J.L. LIONS ([11 ,[ 2}) pour le contrdle des systémes
distribués. La différence principale est que, dans notre cas, la fonctionnelle *
minimiser n'est pas quadratique, de sorte que nombre de résultats de la théorie
ne peuvent &tre transposés. Mais cette approche nous donne un algorithme de calcul

du gradient, qui est systématique et efficace.

Au §1I, nous rappelons quelques notations d'analyse fonectionnelle ; Au §III,

nous esquissons la théorie ; Enfin le §IV donne trois applications numériques.

IT1 - NOTATIONS

X et Y @&tant deux espaces de Banach, on notera :

X' et Y' leg espaces duaux topologiques de X et Y

£(X,Y) l'espace des applications linaires continues de X dans Y
“”X et‘\HY les normes dans les espaces X et Y

si A€ £ (X,Y) on notera par A*G £ (Y',X') le transposé de A

(¢, )X'X sera utilisée pour la dualité entre X' et X

)

x  sera utilisée pour le produit scalaire dans X

{lorsgue X est un Hilbert naturellement).

. n . . . .
Si Q est un ouvert de R , on introduit les espaces de fonctions sur % suivants

C (Q) = espace des fonctions continues sur ®
f»(Q) = egpace des fonctions p.p. borndes sur f
LZ(Q) = espace des fonctions de carré Lebesgue intégrable
2@ = {uer?@] o e12(Q) i=1,2...n}
i
H;(Q) = {ug H](Q)g "u=o sur le bord T de Q"}.

Dans tout le reste de l'article, on &crira dérivable pour Fréchet-Dérivable.

IIT - THEORIE

Supposons que les &quations gouvernant notre syst@me soient de forme connue.

Seuls sont inconmus, {(ou mal connus) un ensemble de paramétres, qui peuvent €tre
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des nombres ou des fonctions.

L'&quation d'&tat sera :

$(y,a) = £ (n

ot (Y,#et F &tant des Banach)

vy € ¥ est 1'état du systéme

a € est l'ensemble des paramétres inconnus

f €F est le 2&me membre de 1'équation d'état

¢ est une application connue de ¥YxQ —4F.

Nous supposerons gqu'il existe une partie ouverte aéCCL telle que :

Pour tout a GO,C, 1'équation (1) a une solution et une seule y € Y.

(2)

Nous noterons cette solution y(aj).

Remarque_]l : Le temps n'apparalt pas explicitement dans 1'équation (1). Cependant,

Y peut 8tre un ensemble de fonctionms du temps (cf par exemple les applications II

et III) ; l'équation (1) contient donc aussi les systémes dynamiques. [

Pour estimer le paramétre a, il nous faut quelques informations supplémentaires
sur le systéme (1). Introduisons pour cela un espace de Hilbert &b , qui sera notre
espace des observations, et une application € de Y dans H. Bien que la théorie puisse
8tre faite sans difficulté pour E non linéaire, mais continument dérivable, nous

supposerons dans la suite pour des raisons de simplicité

BeL(;P (3)

Appelons aOE G’c la valeur exacte, mais inconnue des paramétres. L'observation

consiste alors en un certain &lé&ment

.~ 1,
z € 3, supposé &tre une mesure"

de Ey(ao) (4)

On peut alors associer 3 tout paramétre a une fonction cofit J(a) par :
P iy

i@ = MEy@-z B va e a, )
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Remarque 2 : Si 1'on considére l'observation comme la sortie du systéme, cette

fonction cofit n'est rien d'autre que 1'8cart quadratique entre les sorties ]

calculées et mesurées.
Nous pouvons alors formuler ainsi notre probléme d'identification :

trouver @ EC%d tel que :

(6)
I@ ¢ Ha) Vat Ay
ol
aﬁd est l'ensemble de tous les paramétres admissibles,
que 1'on suppose &tre une partie fermée,et généralement (7N

bornée de (b .
¢

On peut alors se poser au moins trois questions :
i) Sous quelles conditions le probléme (6) a~-t~il au moins une solution ?
i1) Sous quelles conditicns le probléme (6) a-t-il au plus une solution ?

iii) Comment effectivement minimiser J 7

Il n'y a pas de réponse générale 3 la questiom i), tout au moins lorsque 1'es-
pace {1 des paramdtres est de dimension infinie. Lorsque (, est de dimension

finie, on a le r&sultat suivant (trivial).

Proposition ! : si :

1
e ¢ o5t 22 classe C de YX(QE-——éF 8
2 Y(y,a)¢t YXC%, g% (y,a) est inversible (9)

s (lest de dimension finie

alors il existe au moins un & €C%a qui minimise J. (10)

Démonstration : (2) (3) (8) et (9) et le théor2me des fonctions implicites

montrent que J est continue sur O%, et (7) et (10) entralnment que Oﬁd est compact. ®

La question ii) est importante du point de vue des applications. En effet,
il n'y a qu'une solution 3 au probléme (6), on peut espérer que, sous des
hypothéses raisonnables, & sera "voisin” de a, si z est "voisin de @y(ao).
Malheureusement, il n'y a 13 encore aucun résultat général d'unicité. Le cas
général serait plutdt le cas de non-unicité. Pour avoir alors une idée de la con-

fiance que 1'on peut avoir en &, on minimise J & partir de diverses valeurs
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initiales.

En ce qui concerne la question 1ii), nous avons heureusement des résultats qui
nous permettront de calculer numériquement 3, méme en 1'absence de résultats thé-

oriques d'existence et ou d'unicité.

La minimisation de J se fera par une méthode de gradient. Nous avons utilisé
la méthode de steepest—-descent ; En effet, la fonctionnelle J n'étant absolument pas
quadratique, il n'est pas slr que des méthodes plus &laborées (celles du gradient
conjugué, ou de Fletcher Powell), utilisant le caractére supposé quadratique de la
fonctionnelle, donnent un gain important (un test fait dans [5] entre steepest-—
descent et gradient conjugué les a mis & &galité. Mais si on le d&sire, n'importe

quelle autre méthode utilisant le gradient peut &tre utilisée.

D'autre part, il faut choisir avec soin le mode de calcul du gradient de J.
En effet, si a est une fonction, elle peut Etre représentée numériquement par sa
valeur en de nombreux points, de telle sorte que le gradient de J peut avoir de
nombreuses composantes (quelques centaines dans certaines applications) : le calcul

de ce gradient par différences finies par exemple prendrait un temps prohibitif.

La réponse théorique est donnée par la

Proposition 2 : sous les hypothises (8) et (9), la fonctionnelle J est de classe

C1 de CLC____,R. La dérivée J'(a) € (I’ est donnée par :

3@ e = ¥G@,0.0 VaeQ, Veaca (i
ol : e y(a)€Y est 1'état du systéme, solution de (1) avec

la valeur a des paramétres inconnus

e pEF' est 1'érat adjoint, solution de
*
@i p - - 28 Ay @) (12)

ol & représente 1'isomorphisme canonique de Fsur son dual JB'.

Démonstration.

D'aprés le théoréme des fonctions implicites, 1'application a —yy définie par
(1) est dérivable de Oé-—§Y, la dérivée en a € C% étant l'application qui, &
8a € (4 fait correspondre 6 y € Y solution de

:&y (y,a) by = —;43 (y,a).6a (12 bis)



366

La différentielle 5J du critére J défini en (5) correspondant & unsz variatio

0a du paramdtre s'écrit donc

57 = 2(8y(a)~z, £6 v

c.a.d
8§ = 2(A(‘€y(a)-z},§6y}}g-,}€
¥*
= 2(8 ABy(a)-2), bY) 4y
%*
c.a.d. 53 = —( éy(y,a)»p, 8¢y
=(P, - giy(Y9a) -BY)F'F
ce qui domne bien (11) en utilisant (12 bis). L

Voyons maintenant comment ce résultat nous permet pratiquement de calculer
le gradient de la fonction J par rapport aux paramdtres inconnus a. La formule

(11) se rééerit :

J'(a).5a = (p, %ﬁ (y(a),a).88) 1y

(133
VaGOE et ¥6a € QL
Nous distinguerons deux cas :
ler Cas% I1 vy a un nombre fini m de paramétres inconnus 3y @003

c.a.d. QL=R™.

Alors le dual (lde (L peut Btre identifié & (L=R™ & 1'aide du produit scalaire

usuel. Bt la formule {13) devient :

J'(a).6a =
n (14)
Y&a = {6a]...5am)ER

Au vu de la formule (i4), on obtient les composantes du gradient de J par rapport

au vecteur a
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Eéme ca4 Le paramétre inconnu est une fonction a de la variable u,

prenant ces valeurs dans un domaine borné pcrP.

La variable u peut &tre une des variables indépendantes du probléme (1l'espace
ou le temps par exemple, cf. les applications 1 et 2), mais peut aussi étre une
des variables dépendantes du probléme (1'état du syst@me par exemple, cf. 1'appli-

cation 3).

(Lest alors un espace de dimension infinie et il n'y a alors plus, en général

d'application de dualité de (A surson dual (L'. Prenons par exemple le cas

suivant :

a = 8Bm.

Alors le gradient de J par rapport 3 a est dans (L', qui est ici 1l'espace
des mesures de Radon sur D, qui est bien plus "grand" que 1'espace des fonctions
continues sur D !

Heureusement, il se trouve que dans les applications pratiques, la mesure
J'(a) est de la forme y{(u)du, oli Y est une fonction Lebesgue intégrable

sur D. Dans ce cas, la formule (13) devient :

J'(a).ba =~f y(u)8a(u)du V6at(L 17)
D

(cette formule est & comparer avec la formule (14) : la somme discréte a été
remplacée par une intégrale).

Cette fonction +y{u), lorsqu'elle existe, s'appelle la dérivée partielle

fonctionnelle de J par rapport a la fonction a :

2
52 (W =y Vu €D (18)

(&8 comparer avec (15)).

Dans les deux cas, la proposition 2 nous permet de calculer d'um seul coup
le gradient J par rapport 3 a (que ce gradient soit un vecteur (Yl"'Ym) ou une

fonction Y(u)) 2 l'aide de y,p et de la formule (13). Le calcul numérique de

ce gradient ne nécessite donc que deux résolutions de systdmes : 1'&quation directe

(1), 1'équation adjointe (12), cette dernidre &tant toujours linéaire.

J P . . . P .
Remarque 3 : %; {u) est en général une fonction bien moins réguliére que a(u) : on ne

peut donc appliquer rigoureusement une méthode de gradient au cas continu ! ®m
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J . .
Remarque 4 : %E {u) est le gradient de J par rapport & la fonction a,sans aucune

hypothése sur la forme algébrique de cette fonction a.

™Mais si pour des raisons physiques ou pratiques, on désire chercher a(u) sous

la forme :
a(u) = a<u,5}..-5k) (19)
ol af(u, Byeo-8 k> est une fonction connue de u et de k paramdtres inconnus
Bl""ﬁ K® il est immédiat de calculer gé , j=1,2,k & partir de Y (u)
aJ .
% ® =f v & g du ish2ox @D
] D ]
Remarque 5 : Supposons qu'un programme ait té &crit en vue de l'identification

de a en tant que fonction de u, sans aucune spécification de forme algébrique.
A chagque itération de gradient, le programme modifie le paramdtre a suivant (1'équi-

valent discret de) la formule :
1 T J
a™ ) = 2w *pg*;l TR (22)

Supposons que 1'on désire modifier le programme pour chercher a sous la forme

(19), oli a est supposée 8tre linéaire par rapport aux paramétres B . Il faut que

8 soit modifié suivant le schéma :
87 =8 -0 I 8Y (23)

Mais gr3ce 3 la linéarité& de a par rapport 4 B , la forme (13) est strictement

équivalente i :
M) = 2w - ea @, 35 6™ (24)

n n+l ) "
ol a et a sont de la forme (19).

En comparant (22) 3 (24), on voit que les seules modifications 3 faire dans
. Lo . . . ad n P
le programme consistent & insérer, juste aprés que la fonctiom oy {a ) {u) ait &té

calculée

¢ le calcul de %g (ﬁn) par la formule (21) (quadratures)
e le stockage, dans la mémoire assignée a gﬁ (an) (u), de la fonction
a2 @) )
’§s A
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Tout le reste du programme reste inchangé. Ceci facilite l'essai de différentes

formes algébriques pour la fonction a.

Donnons maintenant les applications numériques, qui j'esp@re &claireront les
considérations précédentes.
IV ~ APPLICATIONS

Dans tout ce paragraphe

QCR ou Rz sera un domaine spatial borné, de frontidre ', x €9 sera la

variable d'espace,

]OT[(:R sera l'intervalle de temps sur lequel on observera les

phénoménes dynamiques, t E]OT[ étant la variable de temps,

y €R sera la variable dépendante (c.a.d. la solution des &quations).

1&re Application : Identification de la perméabilité d'urn aquifére dans la région de

Bordeaux.

Nous voulonms ajuster le modéle d'un aquifére statique dans un domaine carré a
deux dimensions d'espace.

Les équations du systd@me sont

o (a(x) gﬁ ) = £(x) dans

o QY y .
- (a{x)r= )
0x)" 8%, 2

3%

y=g sur T (23)

. v est la pression de l'eau au point x €Q

a(x) est la perméabilité inconnue de l'aquifére (supposé isotrope) au
P PP P

point x = (XIXZ) €Q
. f(x) est une fonction connue de x=(x1,x2) €Q, liée au débit qj et a la po-

&m

.. .iéme .
sition du j puits par :

(x) = .= a5 % 5 () (26)

ol Xj(x) est une fonction caractérisant la géométrie et la position du jleme puits

par
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0 si . . .iéme
81 X n appartient pas au ] puits
1, (%) .

J s . .1éme .
une constante si X appartient au j puits

la constante &tant cholsie telle que

f; Xj(x)dx =1,

. g est la pression connue sur la frontiére [ de @

Nous supposons ici que nous avons une observation distribuée, c.a.d. que nous
connaissons une fonctiom z(x), qui est une mesure de la fonection y(x). En pratique,
dang le cas considéré ici, z(x) a &té déduite par interpclation des isopiezes
représentées sur la fig. ! (mais omn aurait pu &viter cette interpolation}). La fonc-

tion g est obtenue de la méme fagon. La fonction colt associe i a est alors

J(a) = f y0oa) - 260 ax, dx, (27)
Q

Nous allons maintenant faire rentrer ce probleme dans le cadre théorigque
utilisé au §IIT. En remplagant dans (25) y par y-y, ol y est un relévement de g

dans R , nous sommes ramen&s i un systéme de la méme forme que {25), mais avec
g=0.

Nous supposons
% 2
a € L (R feL (@ (28)

et nous identifions LZ(Q) avec son dual, et H (®) & un sous espace de LZ(Q). Alors

L (Q) peut 8tre identifié 3 un sous espace du dual [H Q) ]' de H Q)
1 2 i 3ot
@ U@ <l @] (29)

On peut alors associer & toute fonction a gﬁ»(Q) un opérateur linéaire A(a) allant

de Hé(Q) dans [Hi(ﬂ) ]' par

9
{A{a)u, v\ij~a(x) i Su §2
Q

dx Vu, v H;(Q) (30)

On sait alors qu'une formulation faible de 1'équation (25) (avec g=o) est donnée

par
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trouver vy £ H;(Q) tel que (31)
Afa)y = £

L'équation (31) est 1'équation d'état. Elle est de la forme (1) ol

v=u®, C-r@er=[E@], o
¢ est 1'application : (y,a) € Yx (L 5A(a).y € F {32)

La partie (Lc de (L pour laquelle l'équation (31) admet une solution unique est ici :

o0 -
O-/c ={aEL(Q)‘3a>o, a(x) =a> o p.p. sur Q} (33)
L'ensemble aéd des paramétres admissibles introduits en (7) peut €tre défini ici par :
A - a€1%
“d { at L (Q)l Aoy ¥ a(x) > a ., Pep.sur e} (34
oli et a_. sont des bornes supérieures et inférieures connues des perméabilités.
AMax min

En ce qui concerne l'observation, nous prendrons ici :

#- LZ(Q) E= injection canonique de HQ(Q) dans LZ(Q) (35)

de telle sorte que la fonctionnelle J définie en (27) coincide avec celle en (5).
On vérifie facilement que les hypoth&ses de la proposition 2 sont satisfaites,

et on obtient la

Proposition 3 : Sous les hypoth&ses (28), la fonctionnelle J définie en (27) est dé-

rivable par rapport i a EL‘»(Q), et J'(a) est donnée par :

J'(a)ba = (ada)y,p) VaGGE, V6a €L 37)
ol peg Hol(g) est 1'8tat adjoint, solution de

A(a) p = - 2 (y=2) (38)

Compte tenu de (30), (37) se réécrit :

2
J'(a) sa =f Sa(x) 2 9y % dx Véaef’(ﬁ) - {39)
Q

i=1 0x.0x,
i 7L
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. . 33 i
ce qui prouve que la dérivée partielle fonctionnelle 5a (%) existe et a pour

expression :
2
W= oo 40)
1

i=} axi

(7
L]

I

[
»

L P J
Cette formule nous permet de calculer numériquement aisément Q—, lorsque nous

da

connaissons y, solution de (31), c.a.d. solution faible de (25), et p, solution de

(38), c.a.d. sclution faible de :

- 9p 4. & QB ya_ .
" (a(xlxz) 3% ) észa(xlxz)éxz) Z(Y(X1x2> Z(XIXZD dans @

1 1
(41)

p=o0 sur T

. - i - .
Resultats numériques : Les donnees( ) sont regroupées sur la figure 1.

Le domaine @ é&tait discrétisé en 20X20 points. La fontion inconnue a(x]xz)
8tait discrétisée sur cette grille (il y avait donc 400 paramdtres scalaires in-
connus). A chague itération de gradient, les &quations {(25) et (41) &taient résolues
de fagon classique par différences finies. Puis la fonction %i(x)était évaluée en

chaque noeud de la grille par différences finies 3 partir de 1'équation (40).

Libourne

Fig. 1 : Les données du probléme
d'identification.

ey

Nous remercions le "Centre d'Informatique Géologique et Miniére' de 1'Ecole des
Mines de Fontainebleau, qui nous a fourni ces donndes et nous a autorisé & les

publier.
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Ensuite, un algorithme de plus grande descente était utilisé pour mettre & jour
a avec une détermination approchée du p optimal & chaque pas.

Comme nous n'avions aucune idée de 1'ordre de grandeur de la perméabilité a, nous
avons commencé par chercher a(x) sous forme d'une constante (cf. Remarque 5). En par-
tant de ao=150, nous sommes ainsi arrivés & a=1622 en 9 itérations de gradient et
25 s d'IBM 360-91.

Puis, partant de la fonction a(x) constante et égale & 1622, nous avons
obtenu la fonction a(x) représentée sur la figure 2 en 5 itérations de gradient et
228 4VIBM 360-91.

La pression y correspondant aux perméabilités a(xxxz) de la figure 2 est

représentée sur la figure 3 (& comparer avec la figure 1).
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Fig. 2 : Carte des Transmissivités

a(x) fournies par 1l'algorithme.

Fig. 3 : Carte des isopiezes calculées.



375

zéme Application : Identification de la perm@abilité d'un gisement de pétrole en

production monophasique.

Le gisement est le domaine § représenté sur la fig. 4. L'équation d'état

pour la pression y(x,t) est :

2
oy L oo Ay -
ot i=1dx, (a(x)axg £(x,t) dans Qx]0T[

gg = 0 sur T (condition de Neumann) (42)

y(x,0) = yo(x) sur @ (condition initiale)

ol
a(x) représente la perméabilité inconnue du champs de pétrole, sup-—
posé isotrope,

f(x,t) est une fonction connue de la forme (26),0U 1les débits qj
dépendent maintenant du temps,
yo(x,t) est la pression initiale dans le gisement, connue.

Nous disposons ici de moins de mesures de pression que dans 1'exemple précé-

dent : seule la pression moyenne dans chacun des 11 puits est supposée mesurée i

m

chaque instant t , d'oll onze fonctions du temps zj(t) j=1,2...11.

La fonction colit naturelle est ici

1
i(a) = L fr f () y(x,t3a)dx-z. ()| dt (43)
i=tJo| Jg*i o i

De méme que pour l'exemple précédent, ce probléme peut rentrer dans le cadre
théorique du §III, en utilisant la théorie variationnelle des &quations aux dérivées
partielles, et on peut appliquer la proposition 2. Pour plus de détail concernant
ces questions théoriques, cf. [3]{4].

Les formules (13) et (12) deviennent :

il 3x.
i

2
J'(a).&a:f U’E z 5—22-2 dt] da(x)dx Woa ¢ L (@)  (44)
gl¥o oo

N

En fait, c'est 13 une hypoth&se irréaliste (il faut fermer le puits pour mesurer
la pression...). La méthode_s'adapte trds facilement 3 des mesures de pressions
discrétes en temps, cf. |6 j.
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Fig. 4 : Discrétisation adoptée pour le
gisement. Les points noirs représentent

les puits de pétrole.
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Ensuite, un algorithme de pluz grande descente était utilisé pour mettre 3 jour
a avec une détermination approchée du p optimal i chaque pas.

Comme nous n'avions aucune idée de l'ordre de grandeur de la perméabilité a, nous
avons commencé par chercher a(x) sous forme d'une constante (cf. Remarque 5). En par-
tant de aO=ISO, nous sommes ainsi arrivés i a=1622 en 9 itérations de gradient et
25 s d'IBM 360~91.

Puis, partant de la fonction a(x) constante et égale & 1622, nous avons
obtenu la fonction a(x) représentée sur la figure 2 en 5 itérations de gradient et
228 d'"IBM 360-91.

La pression y correspondant aux perméabilités a(xlxz) de la figure 2 est

représentée sur la figure 3 (3 comparer avec la figure 1).
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199
198
196
197

199

0

167
180
180
185
250
280

196
1858
134
185
198
199

¢

]

250
182
180
188
280
28¢

196
158
180
137
189
198

0

¢

250
250
180
280
280
280
200

202
219
293
201
193
196
200

0

250
250
250
280

254
2354
250

199
232
280
210
198
201
207
200

0

0
100
100
160
254
254
254
254
200

214

81
197
209
219
249
206
200

]
30
160
20
254
254
254
254
200

Fig. 5

0
58
160

238
98
254
265
203

Fig. 6

0 0 0 0 0
3¢ 0 0 0 0
30 ¢ 9 12 3
20 z 3 3 800

254 3 3 400 600

254 254 200 320 100
254 254 200 329 320
254 254 100 200 320
200 200 0 0 100

: Valeurs exactes de la permdabilitd.

0 ¢ 0 0 0
188 0 ¢ ¢ 0
32 0 0 12 3
173 1414 187 3 228
71 3 17 182 204

228 34 188 221 203
277 214 197 320 212
216 200 192 206 177
202 199 0 0 195

0
575
600
300
800
400
360
320
200

0
208
500
311
800
199
188
185
196

300
500
920
300
600
300
300
300

10

203
259
502
404
290
207
133
158
‘94

: Valeurs calculées de la perméabilité.

300
600
920
300
900
300
300
300

219
3160
920
584
331
148
300
169

0

300
600
900
100
300
100

10

201
2746
409
460
258
242
188
196

0

500
100

100

“24
264

168

100
10¢

160

100
196
186
196
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(& comparer avec (17) et (39)) ol y est la solution de (42), et ol p (l'&tat adjoint)

est solution de

% 2 s ap i1 7
i - (a(X)é )y =-2 }-; xj(x f%j(}i) y(x,t)dX%j(t)J

i=1 ax, X,
i i

gﬁ = 0 sur [ (condition de Neumann) dans Q x ] OT[ (45)

p{x,T) = 0 sur @ (condition finale).

Ainsi la formule (44)montre que la dérivée partielle fonctionnelle ig(x) existe dans

cet exemple, et permet de la calculer aisément 3 partir de y et p.

Résultats numériques : Dans le cadre d'un contrat de recherche entre 1'IRIA-

LABORIA et 1'IFP, cette théorie a &té appliquée i des données fournies par
1'IFP (Institut Francals du Pétrole). Nous remercions 1'IFP de 1'autorisation de
publier ces résultats.

Le gisement est inclus dans un rectangle de 8x16,8 km, et discrétisé en
127 mailles (le pas d'espace &tant de 884 m). L'historique de production (c.a.d.
les fonctions qj(t)) couvre 2070 jours (soit 5 ans) par pas de 23 j. Il est connu
(bien que non représenté ici).

La pression initiale est connue, constante et &gale 3 482 kg/cmz. Les
mesures de pression Zj(t)sont simulées en intégrant 1'équation (42) avec les perméa~
bilités "exactes" de la figure 5. En outre, les permBabilités exactes sont connues
dans toutes les mailles contenant des puits. Nous pouvons prendre en compte cette
information trés facilement.

La valeur initiale des perméabilité&s a &t& choisie &gale 3 200 mdm partout,
sauf dans les mailles contenant un puits, ol la valeur exacte et connue fut imposée.

A chaque itération, les systémes {42) et {(45) &taient résolus par un schéma
aux différences finies classique (une simulation durait 0,5 s de CDC 7600), puis
%ﬁ &tait évalué en chaque noeud par (44), puis mis 3 zéro pour tous les noeuds oii
se trouvait un puits.

Les perméabilités obtenues apr@s 12 itérations de gradient et 50 s de CDC 7600
sont indiqudes figure 6. L'erreur quadratique moyenne sur la pression sur tous les
puits &tait de 1,19 kg/cmz.

Les pressions calculées et observées sont représentées, pour les deux puits

ayant le meilleur et le plus mauvais &cart quadratique moyen, sur les figures 7 et 8.
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WELL 1 oITERATION 12

+  DBSERVED - CALCULATED
PRESSURE{KG/CM2) PMEAN SQUARE ERROR OF THE WELL = 0.25 KC/CMZ
GLOBAL MEAN SGUARE ERROR = 1,19 KG/CM2
480 1
420
360
DAYS
300 . ' - "
Ga 690 1380 2070

PRESSURE(KG/CM2)

480

420

360

300

Fig. 7 : Pressions mesurées
et calculées au puits

numéro 1.

WELL 10.ITERATION 12

+  0BSERVED «—  CALCULATED
MEAN SQUARE ERROR OF THE WELL = 2.83 KG/CM2
CLOBAL MEAN SQUARE ERROR = 118 KG/M2

DAYS

0s

690 1380 2070

Fig. 8 : Pressions mesurées et

calculées au puits numéro 10.
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En comparant les figures 5 et 6, on constate que les perméabilités obtenues
sont assez différentes des permBabilités "exactes'".

Ceci provient de ce qu'il n'y a aucun résultat d'unicité de la solution du
probléme inverse dans notre exemple. Dans certaines régions, a(x) est resté prés
de sa valeur initiale de 200 mdm (en particulier sur la frontiére et dans les
zones ol il y a peu de puits actifs) : ceci signifie simplement que les perméa-
bilités, dans ces régions ont peu d'influence sur les mesures de pressions, et donc
ne peuvent pas Stre détermindes 3 partir de ces mesures.

Dans d'autres régions (en particulier dans les zones oG figurent des puits
actifs) on constate que les permd@abilités se sont déplacées dans la bonne direction,

et que leur ordre de grandeur correspond bien 3 celui des perméabilités exactes.

3ome Application: Identification de la non-linéarité dans une équation parabolique

quasi lindaire.

Congidérons, sur le domaine spatial Q-=] OI{ , l'8quation parabolique suivante :

oy Lo LA . ;
3t % (a(y)bx) £(x,t) dans @x Jor[

y =g sur ' x ]Ol( (conditions de Dirichlet) (46)

y{x,0) = yo(x) sur g (conditions initiales).

Les fonctions £, g et Yo sont supposées connues, et nous voulons estimer la
fonction y— a{y)}. Le systéme (46) peut représenter un processus de diffusion de
chaleur mono dimensionnel avec une conductibilité thermique dépendant de la
température.

La solution v{(x,t) de (46} est mesurée, i chaque instant t¢ }OT[ , en 5 points
XXy de 1'intervalle ]01[ . On obtient ainsi cing fonctions du temps
zl(t)...zs(t).

La fonction coiit est naturellement :

5 ff )
= 5 Loy -
J{a} [E (y(xj,t,a) zj(t)) dt (47}

D'un point de vue théorique, ce probléme est plus difficile que les deux

précédents, car 1'8quation (46) n'est pas lindBaire. En particulier, nous ne savons

pas faire rentrer ce probléme dans le cadre général du §IIL. On peut cependant
démontrer directement {(cf. [7]) que la fonctionnelle J est Fréchet-dérivable. Nous ne
donnons ici que les résultats formels, sans préciser la mature de 1'espace des
paramétres (L et de 1'espace des solutions Y.

On peut donc montrer gque :
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Veae QL T
J'(a)sa =ﬁ£}[0 sa(y(x,t)) %ﬁ (x,t) %ﬁ (x,t)dx dt

ol y(x,t) est la solution de (46), et p(x,t) est 1'état adjoint, solution de

2 o :
- 5F - aleue) TH s -2 280k (kg0 - 2,(0)

X
p=0surl” x ]OT£

(o2

p(x,T) = 0 (condition finale).

En posant :
¢ (x,t) = §§ (x,t) %ﬁ (x,t) Vx,t€ @ xJor{

1'8quation (49) devient :

VeacL
J'(a).ba =J£‘/z Sa(y(x,t)) 9 (x,t) dx dt

En comparant (51) avec (17) qui donne la forme canonique de J'(a).8a, nous

(48)

(49)

(50)

(51)

constatons que (51) ne nous domne pas la dérivée partielle fonctionnelle y(z) de

J par rapport 3 a(z), définie par

V82 € QL .
J'(a).ba =‘[y Sa(z) Y (z)dz

T

ol ¥, et ¥ sont des bornes inférieures et supérieures connues de la solution y

de (46).

Nous distinguerons ici deux cas :

(52)

cag : Si nous supposons que a{y) est une fonction de forme connue,

avec seulement un nombre fini de param@tres inconnus Bl...sk

(cf. remarque 4, ol x=y). Il est alors facile de calculer le

gradient de J par rapport & B & partir de (51) :

oJ - da
553 8 —Jgji aBj(Y(X’t)’ 51...Bk)¢ (%,t)dx dt

i=1,2...k

(53)
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Ainsi lorsque la fomction ¢ (x,t) a été& calculée numériquement (ce qui suppose
que les deux systémes (46) et (49) ont &té résolus), le calcul du gradient de J
par rapport 3 B ne nécessite que k quadratures. En outre la remarque 5 s'applique

ici avec de l8géres modifications.
eme . P .
cagl : Nous ne supposons aucune forme algébrique pour la fonection
y—3a{y) : il nous faut donc trouver une facon de mettre

(51) sous la forme (52).

Définissons, pour tout nombre réel G :

Q, = (e, eexJoif | vx,0)3 ¢} (54)
et e
nE) = | 9x,0)dx de (35)

%

La formule (51) devient alors

VYéa e [yM

| J'{a)sa = §a(g)dn @) (56)
Y Y
Ce qui, en comparant 3 (52} domné :
ORGSO IS 7

Ces formules nous permettent donc de calculer la dérivée partielle fonctionnelle de

J par rapport i la fonction y-—a(y).

Résultats numériques

Le domaine Qz}OT[ était discrétisé en 20 intervalles de longueur 0,05, et
1'intervalle }OT[ en 40 pas de longueur 0,025. La fonction f était une combinaison

=0,3 x,=0,5 x,=0,7

linéaire de masses <z dirac discrétes aux points x, =0,I 4

1 )
=0,9.

3
X
5
La valeur initiale de y &tait constante, et la fonction exacte ag(y) utilisée

pour simuler les données était
2 Is
aO(y) = 0,21 - 0,28y + 0,7 y (58)

Les bornes inférieures et suprieures de y choisies étaient :

vy = 0,3 Yy T 2
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Fig. 9 : Valeur initiale et valeur

exacte de la fonction a(y).
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et 1l'intervalle ]ym, yM[ était divisé en 20 sous-intervalles de longueur A :

[ | | ) |
1 | I T 1

Y}=ym Yz yZ[‘YM

et la fonction a(y) Btait représente sur cet intervalle par une fonction continue

linéaire par morceaux :

20
)
a(y) = j};l (aj+5(y-yj)(aj+1-aj))xj(y) (60)
ol .
) Tsi yely., v...[
Y =1 17 (61)
3 lO sinon

a, = représentation discréte de a(yj).
J

Le systéme &tait ensuite intégré avec la valeur "exacte" a de la fonction a,
par un schéma aux différences finies du type prédicteur—correcteur, ce qui fournis-
sait les observations z,(t) j=1,2...5.

Pour retrouver la fonction a(y), nous utilisons ensuite une méthode classique
de gradient (steepest—descent) avec détermination approchée du p optimal et pro-

jection sur un polyedre convexe (léd'

Tout d'abord, nous avons cherché a(y) sous forme d'un polyndme de degré 2

(3 inconnues scalaires), le gradient par rapport 3 3 coefficients 8tait calculéd

par (53).

Comme la fonction a doit &tre positive (si 1l'on veut que 1'8quation (46)

ait une solution !) 1'ensemble convexe (1éd de R3 fut déterminé en écrivant que,
en chaque point de discrétisation yj € [ym,yM] » le polyndme a(yj) devait @tre

pogitif (21 contraintes linéaires).

La valeur initiale et les fonctions a{y) obtenues apré&s 14 itérations de gradient
sont montrées sur les figures 9 et 10. Aprés 32 itdrations, la fonction obtenue est
identique a4 la fonction exacte (58). Les sorties calcules et mesurdes correspon-

dantes sont montrées pour le point X, sur la figure 11.
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Nous avons ensuite cherché a{y) sous la forme (60) d'une fopction conftinue

linéaire par morceaux (21 paramétres inconnus).

oo oad PN . . . .
La dérivée QE est calculée 3 partir de (57) pour chaque j, ce gqui nécesslte
une intégration nu&érique d'une fonction (lige i la fonction ¢ définie en (50))
sur le domaine Qy =~ Q  pour chaque j.
ier V3
3 J
i} Nous avons d'abord supposé que nous ne connaissions rien sur a, si ce

n'est que c'est une fonction positive (a est une fonction positive "libre™) :

O ={a]a

“d ; >0 j=1,2...21} (62)

11 est facile de projeter sur ce convexe |}

La valeur initiale était celle de la figure 9, et la fonction a(y) obtenue

aprds 20 itérations de gradient est montrée sur la figure 12.

ii) Nous avons ensuite supposé que nous avions quelques informations sur la

dérivée seconde de la fonction y-—a(y) :

a { i ;_~1._l_1--2a.+a,"l
=lal a,>0,j=1,2...21, - m A d—d=(u,
ad 1 ¥ A2 i (63)
§=2,3...20}

ot les mj et Mj sont des nombres positifs donn8s. Des informations de ce genre sont

souvent connues des physiciens (ils peuvent connaitre le sens de la concavité d'une

non lindarité par exemple), et nous pouvons ici les prendre en compte facilement.
Les résultats correspondant 3 la valeur initiale de la figure 9 et & différents

mj et Mj gont représentés sur les figures 13 et 14.
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ACT) ITERATION 20

200
165
Fig. 12 : Recherche de a(y) sous
1.0 forme libre.
Oﬂs
QBO
0230 0.81 132 1483 Y

* FONCTION EXACTE
o FONCTION IDENTIFIEE

ITERATION 12

ALY
2:0
1a5
Figure 13 : Recherche de a(y) 120
avec la contrainte
la"(y)]g 5.
0.5
00 4
0230 0.81 1232 1.83 Y

*x FONCTION EXACTE
O FONCTION IDENTIFIEE
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[ ITERATION 12

-

T
i

14

Fig. :

0481 1.32 1.83

% FONCTION EXACTE
O FONCTION IDENTIFIEE

Recherche de a(y) avec la

contrainte Oga'(y)=>5.



389
¥ - CONCLUSION

Nous avons essayé de convaincre le lecteur qu'il est possible, lorsqu'on
rencontre des fonctions inconnues dans la modélisation d'un systéme, d'éviter
toute hypothése sur la forme algébfique de cette fonction, et ceci jusqu'au
traitement numérique, en utilisant 1la dérivée partielle fonctionnelle.

En outre, dans le cas ofi 1'on recherche une fonction d'une forme algébrique
donnée, la dérivée partielle fonctionnelle est un interm@diaire tré&s souple et
permettant de changer de forme algébrique & moindre frais.

L'utilisation de 1'opé&rateur d'observation & , dont on demande seulement
la dérivabilité , nous permet de prendre en compte les mesures e’fectules sur le
systéme sans avoir 3 leur faire subir de traitement préalable important.

Cette approche est systé@matique, et peut &tre appliquée 3 de nombreux autres

domaines. De nombreux exemples sont &tudiés dans [S}.
VI — REFERENCES

£l] LIONS J.L. ContrOle optimal de systémes gouvernés par des équations aux déri-

vées partielles. Dunod 1968.

£2} LIONS J.L. Quelques méthodes de résolution de problémes aux limites non

linéaires. Dunod Gauthier Villars Paris 1969.

[3] CHAVENT G. Sur une M&thode de résolution du Probléme inverse dans les Equa~
tions aux dérivées partielles paraboliques. Note CRAS Paris, T.260

Déc. 1969.

{4} CHAVENT G, Deux résultats sur le probl@me inverse dans les &quations aux
dérivées partielles du 2°™8 ordre en t et sur l'unicitd de la
solution du probléme inverse de la diffusion. Note CRAS. Paris

t. 270, Janvier 1970.

[5] CHAVENT G. Analyse fonctionnelle et Identification de coefficients répartis
dans les &quations aux dérivEes partielles. Thése d'Etat.

Paris 1971.



390
Lﬁ] CHAVENT G., DUPUY ™., LEMONNIER P. History Matching by use of optimal control
theory. Full Meeting of SPE, Las Vegas 1973.

b } CHAVENT G., LEMONNIER P. ldentification de la non lin8arité dans une
une 8quation parabolique quasi linéaire. A paraftre dans
"ppplied Mathematics and Optimization, an international

Journal'.



ADAPTATION DE LA METHODE DU GRADIENT
A UN PROBLEME D'IDENTIFICATION DE DOMAINE

J. CEA, A. GIDAN, J. MICHEL
Université de NICE

1. POSITION DU PROBLEME

On donne un ensemble D compact dans R ., une famille d’ouverts régu-
liers dont les fonctions caractéristiques décrivent un ensemble E , une applica-

tion J: E~>R , uwJ(W gul Yu,ve E advet le développement 1limité suivant :

(1.1 Jivl = J(u) + T1(u,v-u) + Tz(u,v]
{(1.2) T,(u, ¢} = Glu). v dx
1
D
(1.3) swe L m L, |lstwl] < g < +o
L D)
(1.4 {Tziu,vJI < %~N 11v~u112¢
LD

tous les ouverts utilisés eppartiendront & la famille considérée ; on se pose alors

le probléms suivant : déterminer u tel que

u€E
{(1.5)
Ju) 2 Jlv) Vv e E

Dans de nombreux exemples, ce probleme admet au moins une solution ; une famille

d'ouverts, compacte pour la topologie Lz[D) , a été proposée par D. CHENAIS [3] :
il s'agit d'ouverts qui vérifient une propriété uniforme de cone. Dans cette confe-
rence, nous allons nous intéresser essentiellement au probléme de 1'approximation

d'une solution.
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Notons gque ce type de probléme s'apparente & la programmation non lingaire
en nombres entiers en dimension infinie ou finie selon gu'on s'occupe du probléme
initial ou au probléme discrétisé ;

1'idée d'utiliser les méthodes actuelles de programmation en nombres en-
tiers a été rejetée par leurs auteurs devant le colit excessif de ces méthodes,
dans les problémes qul nous intéressent, pour obtenir J(v) 1l faut commencer par

résoudre deux problémes d’équations aux dérivées partielles |

I1 semple dong nécessaire d'essayer d'adapter les méthodes classigues de
descente & ce genre de probléme : c’est 1l'objet de cette conférence ; nous allons
yoir comment nous pouvons modgifier les différents ” choix ” dans la méthode du type

gradient afin de pouvolr 1'utiliser dans le contexte actuel -

Pour biepn montrer 1l’'analogie avec le cas Hilbertien, nous allons comparer
les définitions st les choix avec ceux faits dans le cas du probléme " paralléle ”
suivant : E est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est noté ({ , 1) ;
J:E-R , ] vérifie

J = S s Tl Tt
(1.8) Tlug) = (B, gl Glu) & E

- 1 2
IT ] < 5 m fvull

Au préalable, rappelons gquelgues définitions et résultats (cf J. CEA,
A. cIoaN, J. MIcHEL [2] 1 .

DEFINITION 1.1 . =

i) J atteint en u un minimum local, 8i il sxiste r > 0 tel que
Jud < 3w oo, Hv-ull ;<
Lo
ii) U est un point oritigue de 3 si 11 existe r > 0 tel qus
(1.7 T,{u,v-u) > 0 Yo, [v-ull < r
1 -
)}
111) soit © >0 ; u est un point 8 - critigue si il existe
8
r(8) > 0 tel gue 1im 5T 0 et que
6 >0 -
(1.8) T luv-u) > -8, W, Hv-ull < 8
L (D}



393

Analogie :
ii}  si u vérifie
T,(u,v-u) > 0 Wy , Hv-ull. <r
1 - E =
L Gtu) . 2y =
alors, en choisissant v - o = - rITEE-?T? , 11 vient G(u) =0
u
1i1) si u vérifie
?1(u.v-u) >-8 W, Hv-ull. < rtey R
z g =
en choisissant v-u = - r(8) Clu) i1 vient : HEw ] < 8
Glw) = ri8]
et 51 & g8t " assez petit ", Hetw ]l 1vest aussi

Notons ceci : (1.8) et les hypothéses (1,2),...,(1.4) entratnent :

J(v) > JCu) - @ —~% Mr2(6) v, |jv-ul] ’ < r(e)
L (D)
On peut bien entendu supposer gue r(8) 0 avec 6 ; on peut donc écrire 1’inéga-

1ité précédente sous la forme :

vl > 30w - r(8) gie) ¥y, ||v-ul] < r(e)
(1.9)

im 8 = o $(8) > O

6 >0

Donc (71.8) entraine (1.8) ; réciproguement, une relation du type (1.9) entrai-
ne une relation du type (1.8} : on aurait donc pu définir un point 8 -critigue

3 l'aide de (1.9)

PROPOSITION 1.1 -

1)} une condition nécessaire et suffisante pour que d solt un point cri-

tigque de J est gue

Glu) (x)

v
Q
#
o

pour presque tout x tel que w(x)
{1.10)
Glu) {x)

A

o

U
-

pour presgue tout x tel que wu(x)

ii) si J admet un minimum local en wu , alors u est un point critique

de J .
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Nous pouvons maintenant étudier la méthode du gradient gui va nous per-

mettre de construire des points 6 - critigque, pour 6 aussi petit qu'on le veut

2 . METHODE DU GRADIENT

DEFINITION 2.1 . - solent r>0 , O < 6 < =
il Wt est une ” direction opposée au gradient " en u si
woe €, Hw - all T
T d r L' (o)
(2.M)
T fww - u) < T (wvew) WeE Hv-ul] < r

ii) W 7o est une " direction non presqgue orthogonale au gradient " en
u f{ef. 3. cEA [1] 3 st

wo€ E L lw - o] 2 r
{ r T
(2.2}
1
e T, s ul < T, (uvw) web , ffvul] <or
Analogie :
i} 8l W vérifie
T
wreé : er“ul!é = F
T1£u,wr - U< fqtu.V'u] et ,  [fvudf] <or
5w
alors e e - e
r JE

ii} dans ce cas wr vérifie
-r Hewl] = @waw, - w < - rces 8 |[Bw]]

Afin d'étudier le cas ol i1l n’'existe pas wr vérifiant (2.2} , intro-

duisons, pour u fixé, les nombres jr
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inf Tq(u,v-u)
[Hv-ull < r

Ir

clairement jD =0 et jr est décroissante ; de plus, en utilisant 1'hypothése

(1.3) [lG(u)[l © < g < + o , gn démontre facilement le
L

LEMME 2.1 . -

(2.3) ip 730 = e s vr,s >0 B

Spient r>0 , 0 < 8 <

N
-
0
-

L
A
Q
[}
ot
(=]
3
1]

3 < 3r Cos 6 < O
et par définition de j , 11 existe W tel gue

{2.2)° ip = T,I(u,wr -ul < 3 Cos e

c’est-a-dire qu'il existe W vérifiant (2.2)
si j_ =0 alors
r

0 :'T1£u,v-u) Yv € E , [v=ul]l < r

et par suite u est un point critique : on a donc démontré le

LEMME 2.2 . - spient r >0 , 0 < 8 < . Alpors on a les 2 éventuali-

R
z
tés exclusives suivantes

. u est un point critique

. jr <0 et il existe W vérifiant (2.2)

1’analogie avec le cas hilbertien est évidente. '

DEFINITION 2.2 . - Soient £,4€

=i
.
©
A
)
A
[T N
-

17657 8 vérifiant 0O < gy <

0< 8 < g- 5 nous dirons gu'on a fait un choix convergent de r {cf. J. CEA

[1] ) 1orsqu'il existe r >0 et W, vérifiant (2.2) et (2.4)

2

r M 2
2.4 ma— < T (uw_ - SRS LN
(2.4) G glsw, - w2 20cy) r

ol M désigne la constante gui s'introduit dans 1'hypothése (1.4) .
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Analogie . Supposons, pour simplifier, gue W vérifie (2.1} {au lieu de

{2.2)} et (2.4} : dens les cas Hilbertien, on aurait :

5lu)

(2.1)° [ S T = - &t
i LI
et
2
r et M 2
== < Tluw_ - u} < -
£, r 201 52]
ou encors
2
- a2 - o |jBtw ]2 S % | |Bw] ]2
€, i S < e } u = 2[’!‘623 P } ul ||
c'est-a-dire
(2.4 e, < p < = [(1-e)
: 1= - M 2

ce qui correspond bien & un choix convergent de p (cf J. CEA [1] b '

Nous allons démontrer le

LEMME 2.3 . - Pour €4085s 8 fixés de maniére gue 1l'inégalité sulvante ait
ligu
(2.5) M€1 < 2(1-52} Cos ©

on a les 2 possibilités sulvantes

2
. . Mr ~ s
i) v est un point 7Ti-c ) Cos 6 critique pour tout r > 0
ii) il existe un c¢hoix convergent de r
Démonstration . - Avec (2.2)*' et (2.4) on vérifie immédiatement gue l'exis-

tence d'un choix convergent de r est induite par 1l'existence de r vérifiant :
g

[

i r>0

(2.8)
2
Rl

e, — T r - 201,

| A
Lk
A
Lo
]
o
@
<
A
=3
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Puisque jr > - gr s Yo > 0 , si r Z.¥ = g€y
r2
on a jr > = et donc une des inégalités de (2.8) est satisfaite
1
\
Y¥r > r > 0 .
r2
51 11 existe r > 0 tel gue jr =- - alors en utilisant (2.5} , on montre
1
que 2
r i . N M 2
E; = cdpftes o< 201-¢e,) T

et ce cholx est convergent.

Sinon, en utilisant %a continuité de jr en fonction de r (cf Lemme 2.1) et le
¥ 2

fait gue jf > - , 11 vient @ ¥r 3 > -2 et donc pour chague T
£y r 51

on a exclusivement une des 3 possibilités suivantes

2
r M 2
3 e € m —— < < ]
g € - 2(1-eJ Ir I Cos 8
1. 2
2
. r . M 2
- — < [ L I < 3
hE). = I 2 T ot jp. Cos @
1 2
2
s _r . . . M 2
iin E:A < Jr < Jr Cos & < iTT:E;T r

ieme , R , .
la 3 donne un cholx de r convergent ; si elle n'a pas lieu, alors ¥Yr on a
1l'une des 2 premiéres possibilités ; dans les 2 cas, on a Y¥r

Mrz

2(1-52J Cos B = r

ce gqul conduit au cas 1) du lemme 2.3 . l

Saoit W 8'1l existe vérifiant (2.2) et (2.4) : on a alors

Jw) € I e Tt a) s g | fw - uf)?

. mo2 M2
Jw S l
B e T ¢ s HL
2
ou encore
Me
(2.7) I ) ¢ s Y <) . |

2(1-62)
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Npus sommes maintenant en mesure de décrire 1'algorithme du gradient :

ALGORITHME 2.9 . -
al) On donne o € E
Bl Supposons N calculé, alors

a) 1l existe un chaoix r = T convergent : on pose

B) il n'existe pas de choix convergent : l'algorithme prend fin. §

On va démontrer le :

THEOREME 2.1 . -  Sous les hypathéses (1.1),...,(1.4), (2.5},
-~ w < inf J(v}] , on & les 2 cas sulvants
veEE
i) l'algorithme 2.1 s'arréte pour n = N ; alors Uy est un point
Mrz
Eﬂj:;;T—Eag—g critique pour tout r > 0
ii) 1'algorithme 2.1 continue indéfiniment et alors vn , U, est un
re
- N
point E:—EE;“E critigue od T, vérifie
(2.8) im r = 0 .
n > + © n
Démons tration . - 31 & partir de un on ne peut pas trouver un cholx conver-

gent de © , le point 1)} du lemme 2.3 nous donnpe le point 1) du théoréme 2.1 .

Supposons malntenant qu’il existe un cholx convergent de r© ¥n : on a alors
avec [2.7)
Me
2 2
) PR - ]
(2.8) J(un+1, 2[1"52] oo s Jluy

et puisgue les J(un} sont bornés inférieurement, il vient (2.8} ; mais r
g¢tant un choix convergent de r , on a en particulier

{z.10) T, vu) ¥y € E ) Hvull < ¢ .

nt: - n
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Cela finit d’'établir le point 1i) du Théoreme.

Remargue 2.1 . - L*introduction de € sert uniguement & conclure dans le

cas  1i) du théoreme 2.1 .

3 . UN CAS PARTICULIER .

On donne une partition de D & l'aide de sous domaines ouverts Ai N

i€ J , tels que
[ o Aj = @ ¥i,j €l , 1 A 3

1
0 - UJ I
i€

1

Nous supposerons gue J a un nombre fini N d'éléments .

On désigne par %4 la fonction caractéristique de Ai , 1 &€J gt notre famille

E est maintenant définie par

vVEE = vy = [ x

ol I est un sous ensemble quelconque de J .

Dans ce contexte, le nombre d'éléments de E étant fini,et de plus
1'inégalité suivante ayant lieu

roo> Inf o flx ]
n e J N

i )

1'application de l'algorithme 2.1 ne peut pas conduire a la relation (2.9} pour
tout N, donc dans le théoréme 2.1 seul le point i) aura lieu ; dans ces con-

ditions, compte tenu de la remargue 2.7 , on pourra choisir €, o

Nous allons limiter notre étude & la mise en oeuvre pour la recherche

d'un choix convergent de r , l'algorithme étant inchangé ; nous allons retrouver

ainsi un algorithme proposé par J. CEA, A. GIOAN, J. mrcHEL [2] .

Pour faciliter l’exposé, nous supposerons que

[ 1 , vie ]
P
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m

Sgient u, v €

En introduisant I = I 0 £ Ko, I = &I NN K ona

Ainsi, & partir de u , donc de I , on peut définir un élément v € E en se

donnant 2 ensembles I et I tels que I+ (el [I B I c1 5 de plus
R L
i€ 1 iel
et donc

(3.1 vl = Card (I"UTI ) .1

Spit u€E , onoa:

i€ 1.

T (u,v=u) = Z:: J Glu) (x] dx - z:: [ Glu) (x) dx
A Ai
et en posant

(3.2} t, = €, f Glud (x} dx P e, =+ 1 s8i 1i€71 |,
SN i

i

-15112{,1

il vient

(3.3) T tuvea) o= - M . |
ieltuI”

On est en mesure de présenter la recherche d’'un choix convergent de r

1]

commengons par définir une * direction opposée au gradient ” (cof. définition 2.1).

Soit r = 2 1 st repérons w_ & l'aide de 1; et I,

+ -
L o= :
g avec card I2 U Il

1a relation (2.1} devient, compte tenu de (3.3}
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+ - + -
IQQ{I, IQCI , A o= cardIEUIz

(3.4) - £, > ) t,

. v P T -3
i€ Il V] I2 jeI™\V Ig

YI, I telsque I° C CI, IC1, f2=cardl UTI

la relation (3.4) nous montre ce qu'il faut faire : commengons par classer les
t.
i
t. >t > e > L .
i, = i, - iy
Dans ces conditions (3.4) est équivalente 2

{11,12,...,1£}

(3.5)

Définissons maintenant un cholx convergent de r , o0 ce qui revient au méme

de 2 : la relation (2.4) devient ici, compte tenu de ce gui a été dit sur ¢

L ne
(3.6} tq, > e .
3=1 j 201 82]

Naturellement, plusieurs valeurs de £ pourront Stre des choix convergents de %
d'aprés 1l'inégalité (2.9) qui s'éerit ici
2 2
M € £ T

J(Un+1) + ~§TT:E;T- < J(un)

i1 semble gu'on ait intérét & choisir la plus grande valsur de 2 pour laguelle

(3.68) a lieu .

.
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APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENIS FINIS

A LA RESOLUTION D'UN PROBLEME DE DOMAINE OPTIMAL

D, Bégis
I.R.I.A. 78, Rocquencourt, France

R, Glowinski
Université de PARIS VI, 75230 Cedex 05, France.

INTRODUCTION

Dans cet exposé, qui prolonge Bégis-Glowinski [1] , on considére 1'Analyse
Numérique d'un probléme de domaine optimal, assez él8mentaire, relatif & un phénomé-
ne de diffusion bidimensionnel (i.e. gouverné par une équation aux dérivées partiel-

les elliptique). La fonction d'é€tat est approchée 3 1'aide d'éléments finis quadri~

latéraux et le probléme approché correspondant est résolu, soit par une méthode de
gradient avec projection, soit par la méthode de Franck et Wolfe ; ces deux méthodes

~

nécessitent la résolution, i chaque itération, de 1'gquation d'état et de 1'équation
d'état adjointe, toutes deux approchées par la méme méthode d'éléments finis. Des
résultats numériques sont présentés et analysés. Pour des démonstrations compl&tes
des résultats mentiomnés dans cet exposé, on renvoie & Bégis-Glowinski [2] .

Le plan est le suivant :

1. Formulation du probléme d'optimisation.
2. Formulation variationnelle de 1'équation d'état.
3. Un théoréme d'existence.
. Remarques sur 1'unicité.
Equivalence avec un probléme d'identification sur un domaine fixe.

4
5
6. Une approximation par €léments finis quadrilatéraux.
7. Convergence des solutions approchées.

8. Conditions nécessaires d'optimalité pour le probléme continu.
9. Conditions nécessaires d'optimalité pour le probléme approché.
10. Une méthode de gradient avec projection.

11. Une méthode de type Franck et Wolfe.

12. Applications.

Conclusion.
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1. FORMULATION DU PROBLEME D'OPTIMISATION.

4
Soit QCRZ un domaine avec 0Q=I= i\__._)1 Ti , comme indiqué sur la figure 1.

: X,
1 Ta
iy
Fig. 1 1 @ Ly
T, X

(1.1} Xy = v(xz) , OsxZ F4 I

Etant donné deux constantes C et vy a’ on consid&re le probléme de minimisation

suivant :
(1.2) Min [}y(v}—y [2 dx , x= (%,X,)
: 0 d ’ 1272
vEuad
avec
(1.3) Upg = {v|v lipschitzienne sur [0,1] , O<a<v<®B ,
dv !
¥ <, Vix)dx, = C, ]
2 0
¥ 92
et y(v) solution {avec A= —5 * ———2) de :
Ax Ox
1 2
o)
(1.4) ~A}'=Csur9,b—zn=05ur PT,I‘Z,I’A,y=Osur l“3

1
Remarque 1.1 : La condition j v[xz)dxz = CZ implique que l'aire de @ est constan-

te lorsque v décrit Uga

Remarque 1.2 : Pour d'autres problémes de domaine optimal, on pourra consulter, par
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2. FORMULATION VARIATIONNELLE DE L'EQUATICN D'ETAT.

Dans le but de simplifier 1'étude théorique et pratique du probléme ci-dessus, on

va donner une formulation variationnelle de 1'équation d'état (1.4). Un espace fonction-

nel (1) bien adapté 3 la présente étude est l'espace V défini de la manidére suivante :

On introduit d'abord :

2.0 v o= olo € COO@), ¢=0 au voisinage de I'; }
puis
(2.2) V = adhérence de v dans H1 ().

I1 en résulte que V est un sous-espace hilbertien de HI .

On considére ensuite 1'équation variationnelle :

f grady.gradzdx=CJ zdx vz €V
(2.3 Q &

€ v

y

La forme bilinéaire (y,z) _,Jggrad y.grad z dx est continue sur VxV et V-ellipti-
que {on dit aussi coercive) i.e. T v{Q) > O tel que :

(2.4) JQ |grad z)%ax > v(o) ”z”é(@} vze V

la premiére propriété est évidente, quant i la seconde, elle résulte du fait que
est borné et que z

(2.1),(2.2)).

11“ = 0 vz €V (au sens de la définition de V donnée par
5

La forme linéaire z [ o zdx éEtant continue sur V , il r€sulte du théoréme de
Lax~-Milgram {Z) que (2.3) a une solution et une seule et il est classique (3) que Yy
soit 1'unique solution dans V de 1'équation d'état (1.4).

(1) De type Sobolev.
(2) Voir, par exemple, Yosida [8] .
(3) Voir, par exemple, Lions [9] , Necas [10] .
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Remargue 2.1 :  Soit Y €R, Y >8 et:
(2.5 Qr =lo, y[xJo,1[
(2.6) vy ={zlz€ H'(®) , 2(,x) = O p.p.}

il existe {4) alors vy{y) tel que:

2

1

H (Qy)

et, ¥vEu, a V peut 8tre considéré comme un sous-espace fermé de Vy obtenu en pro-

vze V

2.7 j lgrad z1%ax = viy) Jlz ] v
y

longeant tout z €V par zéro dans QY- @ . L]
On déduit facilement de la Remarque 2.1 la :

Proposition 2.1

On a:

(2.8) j | grad zqzdx> vy 23 . vzEV ¥ VvEu ..
Q

3. UN THEOREME D'EXISTENCE.

Introduisant une suite minimisante , on démontre (voir (21 pour la démonstration)
le :

Théordme 3.1. Le probléme d'optimisation (1.2)-(1.4) admet au moins ume solution.

Ce théoréme d'existence implique le :

Corollaire 3.1. 5i {un)n est une suite minimisante pour le probléme (1.2)-(1.4) et si

; oz * 2
[um)m est une sous-suite convergeant vers un Elément u” , on a , y(u®) &tant la

fonction d'8tat correspondante :

i) u* est une solution du probléme (1.2)-(1.4).
i) y(u) = ¥(u) dans H' (@) fort.

2

T
gy

(4} Lemeilleur’ V(Y) est
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4. REMARQUES SUR L'UNICITE.

Le probléme (1.2)-(1.4)
unicité de la solution. Les

étant non convexe, il semble improbable que 1'on ait

considérations élémentaires qui suivent montreront, qu'en

fait, on a en général, deux solutions :

a) Si le domaine optimal est nonsymétrique par rapport i la droite X,= 0.5
(voir figure 2)et 5'11“3 est représenté par u( Euad), alors le domaine relatif
4 u définie par :
~ _ _ s
4.1) u(xz) uf(1l xz) » 0SX <1
est également optimal pour le probléme (1.2)-(1.4).
X
2 T 4
F1 3
i) X
Figure 2.
b) Si le domaine optimal est symétrique par rapport 3 la droite X, = 0.5
(voir figure 3), il résulte des propriétés de symétrie et régularité de
y(u) (qui impliquent que la dérivée normale de y(u) est nulle sur la droite
x, = 0.5) , que u définie par :
B = u} - ; <5 <1
u(xz) u(z xz) si 0 XS5
(4.2) ~ ~ ) le, <
u(x,) = u(l - x)) si 7 Sx, <1
est également optimale pour le probléme (1.2)-(1.4) ; on a représenté sur
la figure 4 le domaine correspondant 3 U
F
x, Ty X, Ty
rbo____2 x2=05__ __ r., r) x2=0.5
1 /3 £} - Fs
Fz T )
X1 X

Figure 3
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5.  EQUIVALENCE AVEC UN PROBLEME D'IDENTIFICATION SUR UN DOMAINE FIXE.

Soit Q= }O,T{X }0,1 [et V 1'espace fonctiomnel défini par :
~ N . .
(5.1) Vo ={ylyeH @, y(, x) =0 p-p- } .

On peut associer 3 la bijection de @ —>Q définie par :

-~ XT
[ % =
1 V(Xz)
(5.2)
TN

1'isomorphisme défini par :

>

~

y = y: V-V
baa a0 LA
ty00 = ylx) vixy), x).

Proposition 5.7. @

Ona Yy£vV
o r 2 w g s Tt 2
e j lgrad y| dx&Jl%grady[dxg j lgrad y|* ax ,
B(i+B ¢ e Q 0
(5.4)
¥ vE uad
Démonstration : voir [2]. .
Dans ce qui suit, on utilisera sur V la norme définie par :
1
w2 SN2 ~
po ([l s )7 <15
Q
qui est équivalente sur V & la norme induite par H1 (@. a

Utilisant les résultats ci-dessus, on peut transformer le probléme (1.2)-(1.4)
en un probléme d'optimisation relatif au domaine Q , soit :

(5.5) Min JA vy - vy F
Veuad .
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avec Uyy défini par (1.3) et y(v) solution de 1'équation d'état, définie sous
forme variationnelle par :

J;Jt grad §. J* grad 2 vdx = C ) vz d% ki
(5.6) “ @
yevV

Ny
m
<>

dans (5.6), la matrice jacobiemme J est donnée par :

T
0
<o <=

I1 en résulte que 1'on peut expliciter (5.6) par :

1 0y 32 - V'éz
Ao s st (o -
JQ [VZ x1511 v &, ) x4
GIK ¥ eV
yev oo,

Dans la suite, on notera (¥,2) — a(v;¥,2) la forme bilindaire, symétrique définie
par le premier membre de (5.7); de la Proposition 5.1., on déduit la

Proposition 5.2 : On a :

.,.» [+ SN a2 a_ =
(5.8) a(v;z,z) » —5— 1217 v2ev | v vey,

14654

d

1+

PN 2 ~ A PPN
+C
(5.9 la(v;y,2)|< " Hyitllzll v y,zeV, vvey 4

Le probléme (5.5)(5.6) est un probléme d'identification dans lequel la fonction incon-
nue (ici u ) intervient dans les coefficients d'un opérateur elliptique ; de tels
problémes sont &tudiés dans CHAVENT [17], mais 4 la différence de [11] une dérivée de la
fonction inconnue apparait dans les coefficients de 1'opérateur elliptique associé 2
(5.6}, (5.7).
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Le probléme (5.5),(5.6) &tant &quivalent au probléme (1.2)-(1.4) admet au moins une
solution mais la démonstration directe d'un tel résultat semble difficile.

La fonction v é&tant domnée, on peut expliciter (5.7) sous la forme d'une &quation
aux dérivées partielles elliptique avec des conditions aux limites assez compliquées ;
4 ce point de vue la formulation variationnelle (5.7) est tr&s commode, ces conditions
aux limites n'y intervenant pas explicitement.

Soit vq €t fe LZ(Q) ; une généralisation tré&s naturelle du probléme (5.5}, (5.6) est

{‘ 3
(5.10) Min  Jav|[T(V)-y ]2dx
vy, o 9 d
R ad
avec y{v) solution de :

(alvi¥,E) = |, Bk y2zeV
(5.11) L - “
| FEV -

6.  UNE APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS QUADRILATERAUX.

D'un point de vue pratique, il est nécessaire d'approcher le probléme (1.23-(1.4)
par un probléme en dimension finie ; on utilisera dams ce but une approximation de

1'équation d'état par éléments finis quadrilatéraux.

6.1. APPROXIMATION DE Ug

Soit N un entier positif et h = % ; on note par ej, j= 1,...,N, 1l'intervalle
[ (G-1)h,jhet on approche U4 Par :

4 h _ : -
(6.1) U ad -{vhlvhe Uy g Vh{e‘G P1, ¥ J—1,...,N§
]

avec I} = 1'espace des polynfmes d'une variable de degré <1.
Le domaine £ (resp. 1l'espace V) relatif 2 v, sera noté Qh {resp. Vh).
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6.2, APPROXIMATION DE L'EQUATION D'ETAT.

On définit :
(6.2) Ky = [(-Dh, ih Ix [G-Dh, jr]
(6.3) Y = (K.
n~ 1<1,j <N

By ot 88y, Fp = (i Fo)
(6.4) F»‘h (X1, xz) = x'x Vh(XZ)

Fon (s %) = %,
(6.6) M= LK) = Fpley)

1<i,j< N

La fonction Vi gtant affine par morceaux, on remarque que chaque Kij est un
quadrilatére, plus précisément un trapé€ze, (voir figure 5) et que :

[ [~

NN

LV N N

77 7.
(6.7) Folk  €QxQ
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avec Q = 17espace des polyndmes de degré <1 par rapport 3 chaque variable N

L'espace Wh de dimension finie approchant Vh est défini par :
= c ° 0 I~ c 1.3 h .
(6.8) Wh {zhiz}ﬁvhmc (Qh} > Zpo Fh.Kij = Q1 , 1<i,j<N }
11 résulte de (6.7)(6.8) que les éléments finis que 1l'on utilise pour approcher
Vh sont de type isoparamétrique (voir, par exemple, CIARLET-RAVIART. [12] , CIARLET
13]  pour une étude générale de ce type d'éléments finis).

Chaque Zy, € Wh est complétement détermine par les valeurs qu'elle prend aux
sommets des Kij ; ces valeurs sont des degrés de liberté natwrels pour 1'approxima-
tion considérée. -

Cette approximation de Vh £tant donnée, une approximation tout & fait natu-
relle de 1'équation d’état semble Etre :

j& grad yh.grad 7 dx = Cl% 2 dx oz € Wh
(6.9) h h
Y € Wh y

~

L'équation variationnelle (6.9) est équivalente 4 un systéme linéaire, les
variables inconnues &tant les valeurs prises par Yy, aux sommets des quadrilatéres
de ¥
pour surmonter cette difficulté, on va utiliser l'apglication Fh pour obtenir une

hotoen fait {6.9) n'est pas trés bien adaptée i des calculs numériques effectifs;

formulation équivalente ol les intégrales sont sur %(R doit &tre considéré comme

un domaine de ré€férence).

On définit :
(6.10) hzgzh{zhe v c°(sz),zh{g<ijte}

et, ¥y étant la solution de (6.9},

~

o E

(6.11) Y =¥, 0 By

alors ?h est solution de :

) peQ (5, &) Tyt anly t Ay &t a8y &y
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a(vh ; ?h’ zh) = CLVh Z X v zhEWh
(6.12) &

yh GWh M

La premidre €quation (6.12) peut &tre explicitée par :

oy, oZ A ) /

19, %%, 2V O W O

~AXET B (X — Tx— - )( ) dX
JA [v}zleT éxl 1vh éx1 &2 h 5 5

1<, N UK

= C E JA vy 2y dx VzhEWh

<i, ¥ ..

1<, <N Kl} )

Afin de simplifier les intégrations i effectuer sur chaque K 13 pour expliciter le

(6.13)

systéme linéaire €quivalent 4 (6.12), on approche, sur W, ><W , 1a forme bilinéaire
a(vh Sey.) par :

1, BN K v 85) 1 j
(6.14) o2,
z)]vh(%; ) d&
avec 1
. =(j- 1
(6.15) E,=(-2h » g =0-3h

En ce qui concerne les propriétés de ah(vh;. ,+), un calcul &lémentaire de valeurs
propres permet de démontrer 1a :

Proposition 6.1.

Ona: o .
ah(vh;zh’zh) O; 3 H Zhﬂz
(6.16) 1,

V€W, s v euly » vh

i.e. 1'ellipticité uniforme, et
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2
o A 1+B7+CT 1y o s 1
oy 09020 | < BT )9, iy
(6.17) | ) .
\Vj‘rh, 'z‘,hf Wh . VVhE Uad’ ¥ h

i.e. la continuité uniforme. e

On peut int8grer exactement, et sans difficulté, le terme j‘ vz hdx mais, en fait,
on a, 13 également, utilisé une approximation, soit :

(6.18) )= L g,
i 1<4, <N h jf(..
i

Compte tenu de ce qui précéde, on prendra pour équation d'é€tat approchée :

{ %{Vh;yh’zh) =C‘Lhﬁvh;2h) Vih € Wh
(6.19) .

I1 résulte de la Proposition 6.1 que (6.19) admet une solution et une seule.

6.3. APPROXIMATION DE LA FONCTION COUT.

Ltapproximation la plus naturelle de la fonction colit est donnée par :

2
(6.20) jg IV =g |7
h
avec
(6.21) Iy vy -vg Paxs 2o vyl
h <, N Y Kij

mais pour les raisons mentionnées au N° 6.2, au lieu de (6.20) on utilisera 1'appro-

ximation définie par :

4 ~
o 2
(6.22) o v Tl 65 - vyl
1<i,j<N T k=1 J
les P?j étant les sommets de Kij comme indiqué sur la Figure 6 :
A4 "3
P33 i
Kij Figure 6
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6.4. DEFINITION DU PROBLEME APPROCHE.

Compte tenu de ce qui précéde, le probléme approché sera défini par :
(6.23) Min ¢ h? Z v, (£:) 3 B, @) -y, [
: g 2l 2 Ph®ip - yal'y
Vh€lyg 1L k=1
avec, dans {(6.23), ?h solution de 1'équation d'état :

a (VpPpey) = CLy(vsy) V3 € W

Yh € W

(6.24)

Le probléme approché peut s'obtenir en discrétisant directement le probléme d'identi-
fication équivalent (5.5), (5.6), mais,pour démontrer la convergence des solutions
approchées vers une solution du probléme continu, il semble qu'il soit essentiel de
considérer (6.23),(6.24) comme une approximation du probléme (1.2)-(1.4),par 1'inter-
médiaire de 1'approximation par éléments finis quadrilatéraux définie au N° 6.2.

6.5. RESULTATS D'EXISTENCE POUR LE PROBLEME APPROCHE.

Des arguments &€lémentaires de compacité, en dimension finie, permettent de démontrer
le :

Théoréme 6.1.

Le probléme approché (6.23),(6.24) admet au moins ume solution.
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7. CONVERGENCE DES SOLUTIONS APPROCHEES.

Soit w, une solution du probléme approché (6.23),(6.24) ; on démontre dans [2]
que les limites des sous-suites convergentes de (uh)h sont solutions du probléme
(1.2)-(1.4). Ici, on se contentera d'indiquer - toujours sans démonstration - un

théoréme de convergence et deux lemmes utiles 3 sa démonstration.
Lemme 7.1.

Vv Guad’ il existe [rhv)h tel que :

i) rv € uhy ¥h o,
(=0}
ii) iim nv=v dans L (0,1) fort (uniformément) .
h~o
Indications :

On peut, par exemple, définir TV par :

(7.1 v € c°lo,1] , rhv"ej‘EP] ¥i=1,..., N
.
. 1 (G*3h .
rhv(Jh) = 5 1 vity dt, =1, , N-1
G-ph
{(7.2) h ~
243 2 1
rhv(o) = . v(t) dv s rhv(U =i N v(T) dT . [
1-m
2

Dans le lemme qui suit, on utilise le formalisme de CIARLET-RAVIART ﬁZ,No.é];
étant donné vhéuzd on a défini au N°6.2 une partition Xy, o de Qh , relative a
Yy ; on a alors le :

Lemme 7.2.

La famille (Mh}.n est une famille réguliére, uniformément en Vi,

Commentaires :

Cela implique qu'd la limite aucun des quadrilatéres ne peut dégénérer en
triangle et qutaucun angle ne peut tendre vers O ou n ; de facon plus précise, avec
les notations de la Figure 7, on a (6) :

(6) Dans {7.3) les indices sont 3 prendre modulo 4.
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Figure 7.

(7.3)
Yk=1,2,34
et
1 . . h
(7.4 — < |sin ol 1 ¥ k=1,2,3,4, Vv € Uy, Th. n
1
LEWE 7.3.

. h . _ o0 A .
Soit Yy €Uy tel que }1}_1;12 v, =V fortement dans L (0,1), soit N la solution
correspondante de 1'équation d'état (6.19) et Yh = ?ho P}_l1 , soit @ le domaine

relatif 3 v et y(v) la solution correspondante de 1'8quation d'état (1.4) ; alors

i) lim Yh = y(v) fortement dans H1 1697}
h-s0

2 4 ~
h ~ oK 2z
a1 L thaj) 1(}:’1 lyh(Pij) - yd | =

lim 7
154,35 €N

h- 0

ii)
= !y(v) -y 12 dx .
J;Q dI
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Commentaires :

Sans entrer dans les détails de la démonstration de ce Lemme pour laquelle on ren-

voie & [2] , disons qu'une Etape essentielle est la suivante :

=

y &tant l'espace associé @ Q(et v) par (2.1), on considére ¢ ¢ ¢ ; on a alors,
pour h suffisamment petit :

(7.5) support de ¢ « 9 -

Soit Py le Wh~‘nteggolé de ¢ sur Xy i.e. 1'unique fonction telle que :

{ o € Wy
(7.6)
{ (B = 9(®) YD, P sommet de K € ¥y, T<ij<N;

?

Compte tenu du Lemme 7.2 sur la régularité de (), , on peut alors appliquer[12N°6]
d'oll 1'existence de A, indépendant de h , ¢, V) tel que :

< hAllol
) < l qzhz ©

i - =] -
wh w{gh} | 9 QpllH1{§2Y

(7.7 %
{vh ,vv, , ¥V @€V . .
Des Lemmes 7.1 et 7.3, on déduit le :

THEOREME 7.1

Soit U, une solution du probléme approché (6.23),(6.24), ?h la solution correspon-

dante de 1'équation d'état (6.19) et Y, = ?ho Fﬂi ; lorsque h- O on peut extraire
de la suite (uh)h une sous-suite - encore notée (uh)h - telle que :

(7.8) lim {uyy) = (w v ] dans L70,1)xH'(gyp fort
h—o
(7.9) u solution de (1.2)-{1.4)

et toutes les sous-suites convergentes extraites de (uh)h possédent ces propriétés.

Ce théoréme justifie donc la méthode utilisée pour approcher le probléme (1.2}-(1.4).
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8. CONDITIONS NECESSAIRES D'OPTIMALITE POUR LE PROBLEME CONTINU.

Les méthodes d'optimisation du probléme approché, décrites aux Numérps 10 et 11,
sont des méthodes itératives qui nécessitent, & chaque itération, le calcul du gra-
dient de la fonction cofit considérée comme fonction de Vi, Le formalisme du problé-

me continu étant plus simple que celui du probléme approché, on va d'abord &tudier le
gradient de la fonction cofit attachée au probléme d'identification &quivalent du N°5,
dans le cadre un peu plus général défini par la Remarque 5.4.

La comnaissance du gradient permettra, entre autres, d'expliciter des conditions
nécessaires d'optimalité pour le probléme considéré.

8.1. UN LEMME DE DIFFERENTIABILITE.

7
Soit U 1l'espace des fonctions lipschitziennes ) sur [0,1] et ¢ 1'ouvert de

défini par :
(8.1 o ={viveu , v(x,) > 0 sur fo,1h
soit §(v) 1la solution de 1'équation

a{v; 9, 2) =I fv Z d% v z€ V
(8.2) ®
eV

on a alors le :
LEMME 8.1. :

L'application v-¥(v) est Fréchet-différentiable de ¢ - V.

Commentaires :

Pour démontrer ce résultat, on peut, comme dans [ 11,Ch. I] appliquer le théoréme des

fonctions implicites en utilisant la différentiabilité-Fréchet des applications
ca
& — L (0,1) définies par v->v' , v - \1/ , etco.. n

7

O e Wb

“w©,1).
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8.2. GRADIENT DE LA FONCTION COUT ET CONDITIONS NECESSAIRES D'OPTIMALITE.

Soit J :¢ -~R la fonction colit du probléme (5.10),(5.11); d'ol :
o 2
(8.3) J) = jn vIiFv)-y = ax ;
J o dt
Du Lemme 8.1 on déduit alors le :

THECREME 8.1.

La_fonction cofit J est Fréchet-différentiable de O -R et son gradient J' en u
est défini par (8):

1

1 " N
g%‘}‘(u) W jﬂow()’%z}dfcz [{ { (w) yd} +fp+- U+X1u“~}¥£—) %L %-(—) g‘%z} d)?1 +

8.4)
! " j; w'(izjﬁzy;{ %LJ%?( ) - RS %? g%f‘w &,

ot P est la solution (unique) de 1'€quation adjointe :

. { ,2) = jAu("y(u)—yd)i d¥ vZeV
(8.5) ; a
i

Ce théoréme implique le :

THEOREME §.2.

81 ue Uy est solution du probléme (5.10),(5.11), u doit vérifier :

J).(v-u) 2 0 ¥ vE uad

u . L]

(8.96) i .
a

I}

u

Les relations (8.6) ne sont rien d'autre que les conditions nécessaires d'optimalité
pour le probléme (5.10),(5.11}. L]

& rwesm R,
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9. CONDITIONS NECESSAURES D'OPTIMALITE POUR LE PROBLEME APPROCHE.

On va reprendre, succintement, dans le cas du probléme approché, les considéra
tions développées au N° 8§ pour le probléme (5.10),(5.11) ; dans le cas, le plus fré-
quent, ol Vg £ seraient continues sur Q une approximation "raisonnable" de ce der-

nier probléme serait :

2 4 . .

. Z . 2

(9.1 Mlnh % Vh(ij) E lyh(PI;j) - yd(P};j)l %
€Wl i< R k=1

avec, dans (9.1}, ?h solution de 1'équation d'état :

2 ~ ~
8 Wy =7 . S f(P. P, W
n( h*'h Zh) 4 Ki,jSNVh(EJ) — ( 13) 2, ( 13) Tz, €W,

(9.2) .
7€ Wy,

Remarque S.1.

Au cas ol Ya (resp. f) ne serait pas continue, on remplacerait yd(PlB (resp.f[PI;j))
par la moyemne de Y4 {resp.f) sur 1'intersection de @ et du carré centré en

Pij’ de cOtés de longueur h et paralléles aux axes de coordonnées. -
Soit uh ={v 1Vhé U, v, i € P1 . j=1,...,N}, on mmit uh de la structure eucli-

dienne définie par le prodult %calalre

1
(9.3) {u ,Vh) = JO W vy df(z

et la norme associde ; soit @h uhﬂ G, @h est alors un ouvert de uh

On defmlt ensuite un Hamiltonien du probléme (9.1),(9.2), soit H : Uy X W, ><W

by W R,
par()

2
5 & h s ok “k . |2
B v 60) = ZT<iZ):<N vh(ij) ;‘zh(Pij)— yd(Pij)l -
(9.4) <, =
5 ay . he X . . Kk
-2 32,8) - 7 . £0p%, <37 .
o O3 2) - 7 1<§<N Vh (&) kZ: (P 8, (Py)]

Soit Jh : @h—»'R la fonction colit du probléme (9.1),(9.2), on démontre alors
le :

{9) Toujours en supposant y,f€ C°(‘@-
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THEOREME 8.1. :

La fonction codt J, est Fréchet-différentiable de 6, ~R et son gradient J'y au
point U, est défini par :

13
(9.5) J'h(uh).wh = jé 5;; (uh,yh,ph) W dxz, V'whE Uy,
o,
ol dans (9.5) Sﬁi(uh’?h’ﬁh)é Uy et désigne le gradient partiel de H_, par rapport

a Vi, » A point (uh,?h,ﬁh) et ol ?h,ﬁh sont, respectivement, solutions de 1'équa-

tion d'état :

2 ~ - ~
S5y e D kK s oK 5

et de 1'€quation adjointe :

2 - - -
~ a5 _ h o oK k s
ahiuh’?h’zh} =1 1@2’3\4\1%(?]) g ()’h(Pij) - yd(Pij}} Zh(P]i(j )

VzhE Wh N phé Wh. .

(9.7)

De ce théoréme, on déduit le :

THEOREME 9.2 :

Si uhezuzd est solution du probléme (9.1),(9.2), u doit vérifier

h
9 { - A
Jh{uh)"vh wl 2 0 A N € uad

(9.8) "
Uh.e Yad

Les relations (9.8) sont les conditions nécessaires d'optimalité€ pour le probliéme
(9.13,(9.2). »

Remarque 9.2

11 convient de remarquer que dans le calcul du gradient Jﬂ{uh) s ?h et ﬁh sont

solutions de systémes linBaires ne différent que par les seconds membres, les matri-

ces assocides aux premiers membres €tant identiques ; on verra comment tirer parti

de cette Remarque aux Numéros 10 et 11, L
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10. UNE METHODE DE GRADIENT AVEC PROJECTION.

On peut, pour résoudre (ou du moins essayer de résoudre} (9.1),(9.2), utiliser
une méthode de gradient avec projection.

10.1 DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DU GRADIENT AVEC PROJECTION.

Le gradient en v, de la fonction coflit, soit J'h(vh) , étant identifié 3 un é1é-
ment de Uy 1'alg0r1thme du gradient avec projection peut 8tre explicité par :

o p h
(10.1) Uy donné dans Uag
uﬁ dtant connu, on calcule )‘fﬁ” R Pﬂﬂ R uﬁﬂ par :

2 4 ~ ~ N
n o, o+t 5y _ kD ol kK | . pk 5
a5 Ty s ) =T 20 wE) Y £ 2, (Py5) o7 € Wy
(10.2) 184, KN k=1

w(E) ; (yg”(P ) }’d(P ) zh(Pk) )

.« . J
(10.3) R 1 RLRN
a 2Dt
V2, €W, By €Wy
n+l  _ n _ ot
(10.4) w = Puf;d(”h PIIG))  ,  P>0 . .

Dans (10.4), P h est l'opérateur de projection sur U‘};d pour la norme définie par
Uag

(9.3) ; par ailleurs J*(uh} (Uh An+1 pn+1

Remarque 10.1.

La matrice associe aux systémes linéaires (10.2),(10.3) est symétrique et définie

positive, aussi a-t-on utilisé la méthode de Cholesky pour résoudre ces systémes, en
prenant avantage du fait que la factorisation de Cholesky n'est i effectuer qu'une
seule fois par it€ration puisque les deux systémes linéaires (10.2),(10.3) ont des
matrices identiques. -
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Remarque 10.2 :

Etant donné la non-convexité du probléme (9.1),(9.2), il semble que la démonstration
de résultats de convergence pour l'algorithme (10.1)-(10.4) soit hors d'atteinte. =

h
10.2. UNE METHODE DE PROJECTION SUR uad

La mise en oeuvre de 1'algorithme (10.1)-(10.4) implique 3 chaque itération la
. . n n h P .
projection du vecteur U - th(uh) SUT U g plus généralement, si b € uh s
projeter b sur u ad revient 2 résoudre le probléme :

('EO.S) Min [(Vh’vh) - zib’vh)j

<
€ u ad

qui admet &videmment une solution et une seule.

Compte tenu de la nature des contraintes définissant ui g m Lagrangien bien adapté

2N+1

au probléme (10.5) sera £y U‘h X R —= R défini par :

1

N V.-'v._1
V.h(i) dz- Cz) + h Z: p,.<—l~—]—~h - C1>

%(Vhyuh) = (Vh’vh)_z(b’vh)ﬁ“o(f i

0 =
(1o.6) |

N
V. -V
*h z‘; MN+J'(“L}11—"L - C1)
}:

avec, dans (10.6), v, = vy, (Gh) .

h
Notant u&5= {v lvhe Uy & svh<5 } , on peut alors calculer la solution de (10.5)

en utilisant 1'algorithme suivant :

(10.7) }\h donné
A" m h m+1 2N
 connu, on calcule y € Upg ot A, € RXR par :
2 D) < 2, T
o8 oot < Loy h € Ugg
m h

(10.9) AL =g v pt f; u (€)dE -C,)
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m__m
ul-u,
(10.10) k?+1 = max (0, K? + p'(-l-gizl -
mom
el m, -1
(10.11) Mig = max(0, At o (J———lh .

Dans Glowinski-Lions-Trémoliéres [14, ch. II] on démontre que pour p'>0 suffisamment
petit, la suite {uﬁjm définie par 1'algorithme (10.7)-{10.11) converge vers la solu-
tion du probléme (10.5). n

11.  UNE METHODE DE TYPE FRANCK ET WOLFE.

Dans ce Numéro, on va décrire ume autre méthode de résolution du probléme appro-
ché (9.1),(9.2), inspirée de la méthode de Franck et Wolfe ,cf. Céa [15, ch.4] et uti-
lisée par Morice dans [7].

De fagon précise, on utilise 1'algorithme ci-dessous :

ar.n u domné dans uP

uﬁ étant connu, on calcule ?§+1 ’ pit1 par (10.2), (10.3), d’'ol :
OH N
t.n, _ h,n an+l +1
(11.2) ) = el By P,

. . . +1 . N
on détermine ensuite ﬁg comme solution du probléme :

(11.3) e, F1 -y < Up)s v v € “Zd N g
11.3
-1+ 1

u o € “Edmﬂ:d

avec, dans (11.3), Kﬁd ={vh]vha§uh , ‘Vh-uﬁl <€ d} ; on définit enfin u§+} comme
solution de

(11.4) Jh(u§+1) < Jh(vh) VVh € au segment [ug, ﬁg+1]. "
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Remarque 11.1 :

On a :
uh K ={v v, ¢ a v, €8 -dgv -ul < d
ad (N “hd "IV E Uy o S SPo rdsv ey, <4,
{(11.5)

1
jo"h@}di” Cro Gv<Gd

le probléme (11.3) est donc unuprobléme de programmation linéaire que 1'on résoud
! , par uhn . -

par la méthode du simplexe initialisée,dans le calcul de Gg‘

Remarque 11.2 :

9

Dans les applications exposées dans ce travail (cf. N° 12), le problme & une varia-
ble (11.4) a été résolu par dichotomie. =

Remargue 11.3 :

La Remarque 10.2, relative 3 1'algorithme (10.1)-(10.4) vaut également pour 1'algo-
rithme (11.1)-(11.4).

12. APPLICATIONS.

Remarque préliminaire : On a supposé aux Numéros 9, 10, 11, que Uy gtait muni de

la structure euclidienne associée au produit scalaire (9.3) ; en fait, il est plus
commode d'utiliser la structure euclidienne définie par le produit scalaire :

N
(12.1) (), = hJZO u RV, B
et c'est ce qui a &té fait pour les applications numériqies décrites au N° 12,
On reprendrait sans difficulté les considérations développfes aux Numéros 8, 10, 11,

en supposant que Yy, est muni du produit scalaire (12.1). n
upp! h

On va se limiter aux deux exemples ci-aprés, renvoyant & [ 2] pour d'autres appli-

catiens numériques.
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EXEMPLE 1.

Valeurs numériques des paramétres :

C=10, yg=0, C =1, C, =075, a=0.5, f=1.

2

Pas de discrétisation : h= —

Initialisation des algorithmes des Numéros 10 et 11 : on part de ug défini par :

[=TE

ug(&) 48 + C2 -€ si 0<KE <
(12.1)

<E <1

B d

up(®) = u (1 -8 si

avec £3>0 ; on peut donc considérer ug , pour £ petit, comme une perturbation de
vy, = C2 (voir Figure 8).

up (2)
C2+ [5F MU |
!
Cz—e A
' |
|
| i
! |
1 L
0 0.5 1 ¢
Figure 8.
Test d'arrft pour les algorithmes des Numéros 10 et 11 : on cesse d'itérer d&s que :
n+1 n
(12.2) o -l < 1
L?(0,1)

Calcul de ?ﬁﬂ , Pgﬂ : Par la méthode de Cholesky (voir Remarque 10.1).

Application de 1'algorithme du gradient avec projection du N° 10 : on a, en fait,

utilisé 1'algorithme (10.1)-(10.4) avec un p variable a chaque itération, selon les
principes (heuristiques) de la méthode du gradient & pas ajustés {cf. par exemple,
[14, Ch.II]).Quant au paramdtre o' de la méthode de projection (10.7)-(10.11), on
1'a choisi constant sans rechercher sa valeur optimale.
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Figure 10.
Equivaleurs de Y.
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Si ¢ glﬂ_s dans (12.1), 1'algorithme reste bloqué sur uﬁ ; S g 2 10_4 , ily a
-4

1074 et n=5x107
il y a convergence en 10 itérations, soit 3 minutes de CII 10070, vers la solution

i

convergence(au sens du test d'arrét (12.2)). Par exemple, pour €

représentée sur la Figure 9, avec la partition }zh correspondante ; sur la Figure 10
on a représenté les équipotentielles de la fonction dfétat correspondante.

Si 7}<5>40_4 , le nombre d'it€rations nécessaires i la cenvergenceaugmentef’A titre
indicatif, signalons que la fonction cofit (approchée) qui vaut 3.164 pour ug , est
€gale 3 1.590 pour la solution optimale calculée.

Application de la méthode de Franck et Wolfe du Numéro 11.

On a le méme probléme de démarrage que dans la méthode précédente et ce, pour
les mémes valeurs de & ; d&s que e est suffisamment grand (e 10~4 pour fixer
les idées), la convergence est extrémement rapide puisque dans 1'exemple traité, on
a Hué - u%&[ < 10_10 , la limite correspondante &tant la méme que celle

(0,1}
obtenue par 1l'algorithme de gradient avec projection ; le temps de calcul est de
1'ordre de 1 minute 30 secondes sur CII 10070.
Signalons que la quantité d de 1'algorithme (11.1)-{11.4) a été prise égale
@

Qo
!

Remarque 12.1 :

Si 1'on part de uﬁ comme représenté sur la Figure 11, pour e suffisamment
grand on obtient, par les deux méthodes ci-dessus, le domaine de la Figure 12 ;
pour ce dernier domaine, la fonction colt vaut 1.953 .

*2
o 1

B s e e e
b P e vt

<
<
o

Figure 11 Figure 12

3
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EXEMPLE 2.

Valeurs numériques des paramétres : comme dans 1'Exemple 1, sauf C] = 5,

Pas de discrétisation : h = e
20
Initialisation : on part de uﬁ comme indiqué sur la Figure
s
u (8)
e /\/\/\/V\
-€
¢, :
| l L ] . 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figure 13.
Test d'arrét : comme dans 1'Exemple 1.

Application de la méthode de Franck et Wolfe du Numéro 11 :

La méthode de gradient avec projection, d'un emploi délicat, n'a pas &t€ utilisée

P

sur cet exemple ol 1'on s'est limité 2 celle de Franck et Wolfe.

5 4

L3 encore, si 1'ona € < 1077, 1'algorithme se bloque sur uﬁ ; pour £ > 107

et dans des temps comparables & ceux de 1'Exemple 1, on a convergence de 1'algorith-
me (11.1)-(11.5) en deux itérations ; on a indiqué sur la Figure 14 le domaine opti-
mal calculé et la partition ¥y correspondante, la valeur de la fonction colit est

alors (0.32.

Remarque 12.2 :

8i le domaine initial est le méme que celui de 1'Exemple 1, avec € suffisamment
grand on obtient le domaine de la Figure 15 ; la fonction colit correspondante vaut
0.71.

Remarque 12.3 :

La convergence trés rapide de 1'algorithme de Franck et Wolfe donne 3 penser que les
limites obtenues correspondent # des minimums relatifs ou plus généralement 3 des
points stationnaires de la fonctionnelle et qu'il y a peu de chances qu'un minimum
absolu ait été atteint.
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X1

0.5 1
Figure 15.

La méthode d'optimisation de domaine exposée dans ce travail est sans doute

moins générale que celles exposées, par exemple dans [5], mais ce qui nous semble

essentiel est le fait que, par 1'intermédiaire d'approximations par &léments finis

adéquates, cette méthode puisse s'étendre 3 d'autres problemes de domaine optimal

ainsi qu'd certains problémes de frontidre libre (ramenés i des probldmes de domai-

ne optimal) comme, par exemple, ceux considérés par Baiocchi dans [16] et qui feront

1'objet d'un travail ultérieur.
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